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Лекция 12.

Хорновские логические
программы: синтаксис.

Декларативная семантика
логических программ.

Операционная семантика
логических программ:

SLD–резолютивные вычисления.



ХОРНОВСКИЕ ЛОГИЧЕСКИЕ ПРОГРАММЫ

ПАРАДИГМЫ ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Императивное программирование : программа — это автомат,
описывающий последовательности операторов (команд).
Математическая модель: машины Тьюринга–Поста.
Языки: Assembler, Pascal, C, Java.

Функциональное программирование : программа — это система
уравнений, описывающая вычисляемую функцию.
Математическая модель: λ-исчисление Черча–Клини,

уравнения Эрбрана–Геделя.
Языки: Lisp, ML, Haskell.

Логическое программирование : программа — это множество
формул, описывающих условия решаемой задачи.
Математическая модель: логические исчисления.
Языки: Prolog, Godel.
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ХОРНОВСКИЕ ЛОГИЧЕСКИЕ ПРОГРАММЫ

Синтаксис логических программ

Пусть σ = 〈Const,Func ,Pred〉 — некоторая сигнатура, в
которой определяются термы и атомы.

«заголовок» ::= «атом»

«тело» ::= «атом» | «тело», «атом»

«правило» ::= «заголовок» ← «тело»;

«факт» ::= «заголовок»;

«утверждение» ::= «правило» | «факт»

«программа» ::= «пусто» | «утверждение» «программа»

«запрос» ::= � | ? «тело»



ХОРНОВСКИЕ ЛОГИЧЕСКИЕ ПРОГРАММЫ

Примеры

Правило: L(паша,Y )︸ ︷︷ ︸
заголовок

← L(Y ,X ), L(паша,X );︸ ︷︷ ︸
тело

Факт: L(даша, саша);

Запрос (целевое утверждение ):

? Умный(X )︸ ︷︷ ︸
подцель

, Добрый(X )︸ ︷︷ ︸
подцель

, Красивый(X )︸ ︷︷ ︸
подцель

, Любит(X , меня)︸ ︷︷ ︸
подцель

Здесь X — целевая переменная .



ХОРНОВСКИЕ ЛОГИЧЕСКИЕ ПРОГРАММЫ

Пример логической программы

P : elem(X ,X.L);
elem(X ,Y.L)← elem(X , L);
concat(nil,Y ,Y );
concat(U.X ,Y ,U.Z )← concat(X ,Y ,Z );
common(X ,Y )← elem(U,X ), elem(U,Y );

и запроса к ней

? concat(L1, L2, п.р.о.г.р.а.м.м.а.nil), common(L1, L2);

Какой ответ мы ожидаем получить на этот запрос?



ХОРНОВСКИЕ ЛОГИЧЕСКИЕ ПРОГРАММЫ
Пример логической программы

simp_path(X,X,Vert,Arc,nil) ← elem(X,Vert,U);

simp_path(X,Y,V,A,Path) ← elem(X,V,U1),elem(Y,U1,U2),
find_path(X,Y,U2,A,P);

find_path(X,Y,V,A,(X.Y.nil).nil) ← elem(X.Y.nil,A,A1);

find_path(X,Y,V,A,(X.Z.nil).Path) ← elem(Z,V,V1),
elem(X.Z.nil,A,A1),
find_path(Z,Y,V1,A1,Path);

elem(X,X.L1,L1);

elem(X,Y.L1,Y.L1) ← elem(X,L1,L2);

и запроса к ней

?simp_path(4,2,1.2.3.4.nil,(1.2.nil).(2.3.nil).(2.4.nil).(3.1.nil).nil,X)

Что же вычислит программа в ответ на этот запрос?



ХОРНОВСКИЕ ЛОГИЧЕСКИЕ ПРОГРАММЫ

Как нужно понимать логические программы?

Главная особенность логического программирования —
полисемантичность : одна и та же логическая программа имеет
две равноправные семантики, два смысла.
Человек–программист и компьютер–вычислитель имеют две
разные точки зрения на программу.

Программисту важно понимать, ЧТО вычисляет программа.
Такое понимание программы называется декларативной
семантикой программы.

Компьютеру важно «знать», КАК проводить вычисление
программы. Такое понимание программы называется
операционной семантикой программы.



ХОРНОВСКИЕ ЛОГИЧЕСКИЕ ПРОГРАММЫ

Как нужно понимать логические программы?

Декларативная семантика Операционная семантика
Правило A0 ← A1,A2, . . . ,An;

Если выполнены условия
A1,A2, . . . ,An, то справедли-
во и утверждение A0.

Чтобы решить задачу A0,
достаточно решить задачи
A1,A2, . . . ,An.

Факт A0;

Утверждение A0 считается
верным.

Задача A0 объявляется ре-
шенной.

Запрос ?C1,C2, . . . ,Cm

При каких значениях целевых
переменных будут верны все
отношения C1,C2, . . . ,Cm?

Решить список задач
C1,C2, . . . ,Cm.



ХОРНОВСКИЕ ЛОГИЧЕСКИЕ ПРОГРАММЫ

Пример истолкования логической программы

P : elem(X ,X.L);
elem(X ,Y.L) ← elem(X , L);

Декларативная семантика Операционная семантика
1. Всякий предмет X входит
в состав того списка, заголов-
ком которого он является

1. Считается решенной зада-
ча поиска предмета X в лю-
бом списке, содержащем X в
качестве заголовка.

2. Если предмет X содержит-
ся в хвосте списка, то X со-
держится и в самом списке.

2. Чтобы обнаружить предмет
X в списке, достаточно найти
его в хвосте этого списка.



ХОРНОВСКИЕ ЛОГИЧЕСКИЕ ПРОГРАММЫ

Терминология

Пусть P — логическая программа, D — программное
утверждение, а θ — подстановка. Тогда

I Dθ — пример программного утверждения D,
I если θ — переименование, то Dθ — вариант программного

утверждения D,
I если VarDθ = ∅, то Dθ — основной пример программного

утверждения D,
I [D] — множество всех основных примеров программного

утверждения D,
I [P] — множество всех основных примеров всех

утверждений программы P.



ХОРНОВСКИЕ ЛОГИЧЕСКИЕ ПРОГРАММЫ

Терминология

Пусть G =?C1,C2, . . . ,Cm — запрос. Тогда

I атомы C1,C2, . . . ,Cm называются подцелями запроса G ,

I переменные множества
m⋃

i=1
VarCi

называются целевыми

переменными ,
I запрос � называется пустым запросом ,
I запросы будем также называть целевыми утверждениями .

Для удобства обозначения условимся в дальнейшем факты A;
рассматривать как правила A←; с заголовком A и пустым
телом.

elem(X ,X.L); elem(X ,X.L)←;



ХОРНОВСКИЕ ЛОГИЧЕСКИЕ ПРОГРАММЫ

Примеры

Пусть D = elem(X ,Y.Z ) ← elem(X ,Z ); — программное
утверждение. Тогда

D ′ = D{X/Y ,Z/nil} = elem(Y ,Y.nil) ← elem(Y ,nil);
пример программного утверждения D,

D ′′ = elem(X ′,Y ′.Z ′) ← elem(X ′,Z ′);
вариант программного утверждения D,

D ′′′ = D{X/1,Y /2,Z/nil} = elem(1, 2.nil) ← elem(1,nil);
основной пример программного утверждения D,



ДЕКЛАРАТИВНАЯ СЕМАНТИКА
Более строгое описание семантик требует привлечения
аппарата математической логики.

Логические программы и логические формулы

Каждому утверждению логической программы сопоставим
логическую формулу:

Правило: D ′ = A0 ← A1,A2, . . . ,An;

D ′ = ∀X1 . . .∀Xk(A1&A2& . . .&An → A0), где {X1, . . . ,Xk} =
n⋃

i=0

VarAi

Факт: D ′′ = A;

D ′′ = ∀X1 . . .∀XkA, где {X1, . . . ,Xk} = VarA

Запрос: G = ? C1,C2, . . . ,Cm

G = C1&C2& . . .&Cm



ДЕКЛАРАТИВНАЯ СЕМАНТИКА

С точки зрения декларативной семантики,

I программные утверждения D и запросы G — это
логические формулы,

I программа P — это множество формул (база знаний),
I а правильный ответ на запрос — это такие значения

переменных (подстановка), при которой запрос
оказывается логическим следствием базы знаний.



ДЕКЛАРАТИВНАЯ СЕМАНТИКА

Определение (правильного ответа)

Пусть P — логическая программа, G — запрос к P с
множеством целевых переменных Y1, . . . ,Yk .

Тогда всякая подстановка θ = {Y1/t1, . . . ,Yk/tk} называется
ответом на запрос G к программе P.

Ответ θ = {Y1/t1, . . . ,Yk/tk} называется правильным ответом
на запрос G к программе P, если

P |= ∀Z1 . . .∀ZNGθ, где {Z1, . . . ,ZN} =
k⋃

i=1

Varti .



ХОРНОВСКИЕ ЛОГИЧЕСКИЕ ПРОГРАММЫ

Примеры правильных ответов

Правильными ответами на запрос G : ? elem(X , c.т.о.л.nil);
обращенный к логической программе

P : elem(X ,X.L);
elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

являются четыре подстановки

θ1 = {X/c}, θ2 = {X/т}, θ3 = {X/о}, θ4 = {X/л},

поскольку для любой из этих подстановок верно соотношение

{∀X∀Y ∀L(elem(X , L)→ elem(X ,Y.L)),
∀X∀L elem(X ,X.L)} |= elem(X , c.т.о.л.nil)θi .

Но как искать правильные ответы?



ОПЕРАЦИОННАЯ СЕМАНТИКА
ЛОГИЧЕСКИХ ПРОГРАММ

Концепция операционной семантики

Под операционной семантикой понимают правила построения
вычислений программы. Операционная семантика
описывает, КАК достигается результат работы программы.

Ожидаемый результат работы логической программы — это
правильный ответ на запрос к программе. Значит,
операционная семантика должна описывать метод вычисления
правильных ответов.

Таким методом вычисления может быть разновидность
метода резолюций, учитывающая особенности устройства
программных утверждений.



ОПЕРАЦИОННАЯ СЕМАНТИКА

Логически предпосылки операционной семантики

Запрос G (Y1, . . . Ym) =? C1,C2, . . . ,Cm к логической программе
P = {D1, . . . ,DN} порождает задачу о логическом следствии:

{D1, . . . ,DN} |= ∃Y1 . . .∃Yk(C1&C2& . . .&Cm),

которая равносильна задаче об общезначимости

|= D1& . . .&DN → ∃Y1 . . .∃Yk(C1&C2& . . .&Cm),

которая равносильна задаче о противоречивости формулы

¬(D1& . . .&DN → ∃Y1 . . .∃Yk(C1&C2& . . .&Cm),

равносильной формуле

D1& . . .&DN & ∀Y1 . . .∀Yk(¬C1 ∨ ¬C2 ∨ · · · ∨ ¬Cm),



ОПЕРАЦИОННАЯ СЕМАНТИКА

Логически предпосылки операционной семантики

Полученную формулу

D1& . . .&DN & ∀Y1 . . .∀Yk(¬C1 ∨ ¬C2 ∨ · · · ∨ ¬Cm),

можно рассматривать как систему дизъюнктов

SP,G = {D1, . . . ,DN ,¬C1 ∨ ¬C2 ∨ · · · ∨ ¬Cm},

и доказывать ее противоречивость методом резолюций.



ОПЕРАЦИОННАЯ СЕМАНТИКА

Логические программы и хорновские дизъюнкты

Каждому утверждению логической программы сопоставим
хорновский дизъюнкт:

Правило: D ′ = A0 ← A1,A2, . . . ,An

D ′ = A0 ∨ ¬A1 ∨ ¬A2 ∨ · · · ∨ ¬An

Факт: D ′′ = A
D ′′ = A

Запрос: G = ? C1,C2, . . . ,Cm

G = ¬C1 ∨ ¬C2 ∨ · · · ∨ ¬Cm

Как это принято у дизъюнктов, предполагается, что все
переменные связаны кванторами ∀.



ОПЕРАЦИОННАЯ СЕМАНТИКА
Логические программы и хорновские дизъюнкты

Мы будем применять специальную стратегию построения
резолютивного вывода:

G0 Di1

?

������)
G1 Di2

?

������)
G2qqq Dik

?

������)
�

L inear resolution with S election function for D efinite
clauses

SLD-резолюция (Р. Ковальски)



ОПЕРАЦИОННАЯ СЕМАНТИКА
Логические программы и хорновские дизъюнкты

Мы будем применять специальную стратегию построения
резолютивного вывода:

G0 Di1

?

������)
G1 Di2

?

������)
G2qqq Dik

?

������)
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L inear resolution with S election function for D efinite
clauses

SLD-резолюция (Р. Ковальски)



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Определение (SLD-резолюции)

Пусть
I G = ? C1, . . . ,Ci , . . . ,Cm — целевое утверждение, в

котором выделена подцель Ci ,
I D ′ = A′

0 ← A′
1,A

′
2, . . . ,A

′
n — вариант некоторого

программного утверждения, в котором VarG ∩ VarD′ = ∅,
I θ ∈ НОУ(Ci ,A

′
0) — наиб. общ. унификатор подцели Ci и

заголовка программного утверждения A′
0.

Тогда запрос

G ′ = ?(C1, . . . ,Ci−1,A
′
1,A

′
2, . . . ,A

′
n,Ci+1, . . . ,Cm)θ

называется SLD-резольвентой программного утверждения D ′ и
запроса G с выделенной подцелью Ci и унификатором θ.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Определение (SLD-резолюции)

Пусть
I G = ? C1, . . . ,Ci , . . . ,Cm — целевое утверждение, в

котором выделена подцель Ci ,
I D ′ = A′

0 ← A′
1,A

′
2, . . . ,A

′
n — вариант некоторого

программного утверждения, в котором VarG ∩ VarD′ = ∅,
I θ ∈ НОУ(Ci ,A

′
0) — наиб. общ. унификатор подцели Ci и

заголовка программного утверждения A′
0.

Тогда запрос

G ′ = ?(C1, . . . ,Ci−1,A
′
1,A

′
2, . . . ,A

′
n,Ci+1, . . . ,Cm)θ

называется SLD-резольвентой программного утверждения D ′ и
запроса G с выделенной подцелью Ci и унификатором θ.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Определение (SLD-резолюции)

G = ? C1, . . . ,Ci , . . . ,Cm

КОММЕНТАРИИ.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Определение (SLD-резолюции)

G = ? C1, . . . ,Ci , . . . ,Cm

КОММЕНТАРИИ.

Выделяем подцель в запросе.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Определение (SLD-резолюции)

G = ? C1, . . . ,Ci , . . . ,Cm

D = A0 ← A1,A2, . . . ,An;

КОММЕНТАРИИ.

Выбираем программное утверждение.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Определение (SLD-резолюции)

G = ? C1, . . . ,Ci , . . . ,Cm

D ′ = A′
0 ← A′

1,A
′
2, . . . ,A

′
n;

КОММЕНТАРИИ.

Переименовываем переменные в выбранном утверждении,

так чтобы VarD′ ∩ VarG = ∅.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Определение (SLD-резолюции)

G = ? C1, . . . ,Ci , . . . ,Cm

D ′ = A′
0 ← A′

1,A
′
2, . . . ,A

′
n;

θ = НОУ(Ci ,A
′
0)

КОММЕНТАРИИ.

Вычисляем Наиболее Общий Унификатор.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Определение (SLD-резолюции)

G = ? C1, . . . ,Ci , . . . ,Cm

D ′ = A′
0 ← A′

1,A
′
2, . . . ,A

′
n;

?

�
�

�
�

�
�	

G ′ = ? (C1, . . . ,Ci−1,A
′
1,A

′
2, . . . ,A

′
n,Ci+1, . . . ,Cm)θ

θ = НОУ(Ci ,A
′
0)

КОММЕНТАРИИ.

Строим SLD-резольвенту



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Определение (SLD-резолюции)

G = ¬C1 ∨ · · · ∨ ¬Ci ∨ · · · ∨ ¬Cm

D ′ = A′
0 ∨ ¬A′

1 ∨ ¬A′
2 ∨ · · · ∨ A′

n;

?

�
�

�
�

�
�	

G ′ = (¬C1∨· · · ∨¬Ci−1∨¬A′
1∨¬A′

2∨ · · · ∨¬A′
n∨¬Ci+1∨ · · · ∨¬Cm)θ

θ = НОУ(Ci ,A
′
0)

КОММЕНТАРИИ.

Действительно, это резольвента двух дизъюнктов



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 1.

G = ? P(X ),R(X , f (Y )),R(Y , c)

КОММЕНТАРИИ.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 1.

G = ? P(X ),R(X , f (Y )),R(Y , c)

КОММЕНТАРИИ.

Выделяем подцель в запросе.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 1.

G = ? P(X ),R(X , f (Y )),R(Y , c)

D = R(Y ,X )← P(X ),R(c ,Y );

КОММЕНТАРИИ.

Выбираем программное утверждение.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 1.

G = ? P(X ),R(X , f (Y )),R(Y , c)

D ′ = R(Y1,X1)← P(X1),R(c ,Y1);

КОММЕНТАРИИ.

Переименовываем переменные в выбранном утверждении,

так чтобы VarD′ ∩ VarG = ∅.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 1.

G = ? P(X ),R(X , f (Y )),R(Y , c)

D ′ = R(Y1,X1)← P(X1),R(c ,Y1);

θ = НОУ(R(X , f (Y )),R(Y1,X1)) = {Y1/X ,X1/f (Y )}

КОММЕНТАРИИ.

Вычисляем Наиболее Общий Унификатор.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 1.

G = ? P(X ),R(X , f (Y )),R(Y , c)

D ′ = R(Y1,X1)← P(X1),R(c ,Y1);

?

�
�

�
�

��	

G ′ = ? (P(X ),P(X1),R(c,Y1),R(Y , c))θ

θ = НОУ(R(X , f (Y )),R(Y1,X1)) = {Y1/X ,X1/f (Y )}

КОММЕНТАРИИ.

Строим SLD-резольвенту



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 1.

G = ? P(X ),R(X , f (Y )),R(Y , c)

D ′ = R(Y1,X1)← P(X1),R(c ,Y1);

?

�
�

�
�

��	

G ′ = ? P(X ),P(f (Y )),R(c ,X ),R(Y , c)

θ = НОУ(R(X , f (Y )),R(Y1,X1)) = {Y1/X ,X1/f (Y )}

КОММЕНТАРИИ.

Вот она.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 2.

G = ? R(X ,X.nil)

КОММЕНТАРИИ.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 2.

G = ? R(X ,X.nil)

КОММЕНТАРИИ.

Выделяем подцель в запросе.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 2.

G = ? R(X ,X.nil)

D = R(X.nil,Y )←;

КОММЕНТАРИИ.

Выбираем программное утверждение.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 2.

G = ? R(X ,X.nil)

D ′ = R(X1.nil,Y1)←;

КОММЕНТАРИИ.

Переименовываем переменные в выбранном утверждении,

так чтобы VarD′ ∩ VarG = ∅.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 2.

G = ? R(X ,X.nil)

D ′ = R(X1.nil,Y1)←;

θ = НОУ(R(X ,X.nil),R(X1.nil,Y1)) =

{X/X1.nil,Y1/(X1.nil).nil}

КОММЕНТАРИИ.

Вычисляем Наиболее Общий Унификатор.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 2.

G = ? R(X ,X.nil)

D ′ = R(X1.nil,Y1)←;

?

�
�

�
�

��	

G ′ = (�)θ

θ = НОУ(R(X ,X.nil),R(X1.nil,Y1)) =

{X/X1.nil,Y1/(X1.nil).nil}

КОММЕНТАРИИ.

Строим SLD-резольвенту



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 2.

G = ? R(X ,X.nil)

D ′ = R(X1.nil,Y1)←;

?

�
�

�
�

��	

G ′ = �

θ = НОУ(R(X ,X.nil),R(X1.nil,Y1)) =

{X/X1.nil,Y1/(X1.nil).nil}

КОММЕНТАРИИ.

Вот она.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 3.

G = ? R(X ,X.nil),P(c ,Y )

КОММЕНТАРИИ.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 3.

G = ? R(X ,X.nil),P(c ,Y )

КОММЕНТАРИИ.

Выделяем подцель в запросе.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 3.

G = ? R(X ,X.nil),P(c ,Y )

D = R(X.nil,X )←;

КОММЕНТАРИИ.

Выбираем программное утверждение.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 3.

G = ? R(X ,X.nil),P(c ,Y )

D ′ = R(X1.nil,X1)←;

КОММЕНТАРИИ.

Переименовываем переменные в выбранном утверждении,



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 3.

G = ? R(X ,X.nil),P(c ,Y )

D ′ = R(X1.nil,X1)←;

НОУ(R(X ,X.nil),R(X1.nil,X1)) = ∅

КОММЕНТАРИИ.

Атомы неунифицируемы!



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 3.

G = ? R(X ,X.nil),P(c ,Y )

D ′ = R(X1.nil,X1)←;

НОУ(R(X ,X.nil),R(X1.nil,X1)) = ∅

КОММЕНТАРИИ.

Значит, SLD-резольвенту нельзя построить.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Пример 3.

G = ? R(X ,X.nil),P(c ,Y )

D ′ = R(X1.nil,X1)←;

НОУ(R(X ,X.nil),R(X1.nil,X1)) = ∅

КОММЕНТАРИИ.

Нужно выделить другую подцель или

выбрать другое программное утверждение.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Определение (SLD-резолютивного вычисления)

Пусть
I G0 = ? C1,C2, . . . ,Cm — целевое утверждение,
I P = {D1,D2, . . . ,DN} — хорновская логическая программа.

Тогда (частичным) SLD-резолютивным вычислением ,
порожденным запросом G0 к логической программе P
называется последовательность троек (конечная или
бесконечная)

(Dj1 , θ1,G1), (Dj2 , θ2,G2), . . . , (Djn , θn,Gn), . . . ,

в которой для любого i , i ≥ 1,
I Dji ∈ P, θi ∈ Subst, Gi — целевое утверждение (запрос);
I запрос Gi является SLD-резольвентой программного

утверждения Dji и запроса Gi−1 с унификатором θi .



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Определение (SLD-резолютивного вычисления)

Частичное SLD-резолютивное вычисление

comp = (Dj1 , θ1,G1), (Dj2 , θ2,G2), . . . , (Djk , θn,Gn)

называется
I успешным вычислением (SLD-резолютивным

опровержением), если Gn = �;
I бесконечным вычислением , если comp — это бесконечная

последовательность;
I тупиковым вычислением , если comp — это конечная

последовательность, и при этом для выделенной подцели
запроса Gn невозможно построить ни одной
SLD-резольвенты.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Определение (SLD-резолютивного вычисления)

Пусть
I G0 = ? C1,C2, . . . ,Cm — целевое утверждение с целевыми

переменными Y1,Y2, . . . ,Yk ,
I P = {D1,D2, . . . ,DN} — хорновская логическая программа,
I comp = (Dj1 , θ1,G1), (Dj2 , θ2,G2), . . . , (Djn , θn,�) —

успешное SLD-резолютивное вычисление, порожденное
запросом G к программе P.

Тогда подстановка θ = (θ1θ2 . . . θn)|Y1,Y2,...,Yk
,

представляющая собой композицию всех вычисленных
унификаторов θ1, θ2, . . . , θn, ограниченную целевыми
переменными Y1,Y2, . . . ,Yk ,
называется вычисленным ответом на запрос G0 к программе P.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 4.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(X , a.b.c.nil)



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 4.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(X , a.b.c.nil)

G0 =?elem(X , a.b.c.nil)



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 4.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(X , a.b.c.nil)

G0 =?elem(X , a.b.c.nil)

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 4.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(X , a.b.c.nil)

G0 =?elem(X , a.b.c.nil)

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);

G1 =?elem(X1, b.c.nil)
?

���
���

θ1 ={X/X1,Y1/a, L1/b.c.nil}



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 4.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(X , a.b.c.nil)

G0 =?elem(X , a.b.c.nil)

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);

G1 =?elem(X1, b.c.nil)
?

���
���

θ1 ={X/X1,Y1/a, L1/b.c.nil}

elem(X2,Y2.L2)←elem(X2,L2);



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 4.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(X , a.b.c.nil)

G0 =?elem(X , a.b.c.nil)

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);

G1 =?elem(X1, b.c.nil)
?

���
���

θ1 ={X/X1,Y1/a, L1/b.c.nil}

elem(X2,Y2.L2)←elem(X2,L2);

G2 =?elem(X2, c.nil)
?

�
���

��

θ2 ={X1/X2,Y2/b, L2/c.nil}



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 4.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(X , a.b.c.nil)

G0 =?elem(X , a.b.c.nil)

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);

G1 =?elem(X1, b.c.nil)
?

���
���

θ1 ={X/X1,Y1/a, L1/b.c.nil}

elem(X2,Y2.L2)←elem(X2,L2);

G2 =?elem(X2, c.nil)
?

�
���

��

θ2 ={X1/X2,Y2/b, L2/c.nil}

elem(X3,X3.nil);



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 4.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(X , a.b.c.nil)

G0 =?elem(X , a.b.c.nil)

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);

G1 =?elem(X1, b.c.nil)
?

���
���

θ1 ={X/X1,Y1/a, L1/b.c.nil}

elem(X2,Y2.L2)←elem(X2,L2);

G2 =?elem(X2, c.nil)
?

�
���

��

θ2 ={X1/X2,Y2/b, L2/c.nil}

elem(X3,X3.nil);

G3 = �

УСПЕХ!

?

���
���

θ3 ={X2/c ,X3/c}



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 4.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(X , a.b.c.nil)

G0 =?elem(X , a.b.c.nil)

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);

G1 =?elem(X1, b.c.nil)
?

���
���

θ1 ={X/X1,Y1/a, L1/b.c.nil}

elem(X2,Y2.L2)←elem(X2,L2);

G2 =?elem(X2, c.nil)
?

�
���

��

θ2 ={X1/X2,Y2/b, L2/c.nil}

elem(X3,X3.nil);

G3 = �

УСПЕХ!

?

���
���

θ3 ={X2/c ,X3/c}

Вычисленный ответ: θ = (θ1θ2θ3)|X = {X/c}



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 5.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(c , a.b.nil)



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 5.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(c , a.b.nil)

G0 =?elem(c , a.b.nil)



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 5.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(c , a.b.nil)

G0 =?elem(c , a.b.nil)

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 5.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(c , a.b.nil)

G0 =?elem(c , a.b.nil)

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);

G1 =?elem(c , b.nil)
?

���
���

θ1 ={X1/c ,Y1/a, L1/b.nil}



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 5.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(c , a.b.nil)

G0 =?elem(c , a.b.nil)

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);

G1 =?elem(c , b.nil)
?

���
���

θ1 ={X1/c ,Y1/a, L1/b.nil}

elem(X2,Y2.L2)←elem(X2,L2);



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 5.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(c , a.b.nil)

G0 =?elem(c , a.b.nil)

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);

G1 =?elem(c , b.nil)
?

���
���

θ1 ={X1/c ,Y1/a, L1/b.nil}

elem(X2,Y2.L2)←elem(X2,L2);

G2 =?elem(c ,nil)
?

�
���

��

θ2 ={X1/X2,Y2/b, L2/nil}



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 5.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(c , a.b.nil)

G0 =?elem(c , a.b.nil)

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);

G1 =?elem(c , b.nil)
?

���
���

θ1 ={X1/c ,Y1/a, L1/b.nil}

elem(X2,Y2.L2)←elem(X2,L2);

G2 =?elem(c ,nil)
?

�
���

��

θ2 ={X1/X2,Y2/b, L2/nil}

elem(X3,X3.L3);

Нет унификатора



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 5.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(c , a.b.nil)

G0 =?elem(c , a.b.nil)

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);

G1 =?elem(c , b.nil)
?

���
���

θ1 ={X1/c ,Y1/a, L1/b.nil}

elem(X2,Y2.L2)←elem(X2,L2);

G2 =?elem(c ,nil)
?

�
���

��

θ2 ={X1/X2,Y2/b, L2/nil}

elem(X3,Y3.L3)←elem(X3,L3);

Нет унификатора



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 5.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(c , a.b.nil)

G0 =?elem(c , a.b.nil)

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);

G1 =?elem(c , b.nil)
?

���
���

θ1 ={X1/c ,Y1/a, L1/b.nil}

elem(X2,Y2.L2)←elem(X2,L2);

G2 =?elem(c ,nil)
?

�
���

��

θ2 ={X1/X2,Y2/b, L2/nil}

Нет SLD-резольвенты
failure

ТУПИК!



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 6.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(a,X )



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 6.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(a,X )

G0 =?elem(a,X )



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 6.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(a,X )

G0 =?elem(a,X )

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 6.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(a,X )

G0 =?elem(a,X )

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);

G1 =?elem(a, L1)
?

���
���

θ1 ={X1/a,X/Y1.L1}



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 6.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(a,X )

G0 =?elem(a,X )

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);

G1 =?elem(a, L1)
?

���
���

θ1 ={X1/a,X/Y1.L1}

elem(X2,Y2.L2)←elem(X2,L2);



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 6.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(a,X )

G0 =?elem(a,X )

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);

G1 =?elem(a, L1)
?

���
���

θ1 ={X1/a,X/Y1.L1}

elem(X2,Y2.L2)←elem(X2,L2);

G2 =?elem(a, L2)
?

�
���

��

θ2 ={X2/a, L1/Y2.L2}



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 6.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(a,X )

G0 =?elem(a,X )

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);

G1 =?elem(a, L1)
?

���
���

θ1 ={X1/a,X/Y1.L1}

elem(X2,Y2.L2)←elem(X2,L2);

G2 =?elem(a, L2)
?

�
���

��

θ2 ={X2/a, L1/Y2.L2}



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 6.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(a,X )

G0 =?elem(a,X )

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);

G1 =?elem(a, L1)
?

���
���

θ1 ={X1/a,X/Y1.L1}

elem(X2,Y2.L2)←elem(X2,L2);

G2 =?elem(a, L2)
?

�
���

��

θ2 ={X2/a, L1/Y2.L2}

elem(X3,Y3.L3)←elem(X3,L3);

G3 =?elem(a, L3)
?

���
���

θ3 ={X3/a, L2/Y3.L3}



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Пример 6.
Логическая программа P:

elem(X ,X.L);

elem(X ,Y.L)← elem(X , L);

Запрос G0:

? elem(a,X )

G0 =?elem(a,X )

elem(X1,Y1.L1)←elem(X1,L1);

G1 =?elem(a, L1)
?

���
���

θ1 ={X1/a,X/Y1.L1}

elem(X2,Y2.L2)←elem(X2,L2);

G2 =?elem(a, L2)
?

�
���

��

θ2 ={X2/a, L1/Y2.L2}

G3 =?elem(a, L3)

и. т. д. до ∞

?

���
���

θ3 ={X3/a, L2/Y3.L3}

Бесконечное вычисление.



SLD-РЕЗОЛЮТИВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Теперь у нас есть два типа ответов на запросы к логическим
программам:

I правильные ответы, которые логически следуют из
программы;

I вычисленные ответы, которые конструируются по ходу
SLD-резолютивных вычислений.

Правильные ответы — это то, что мы хотим получить,
обращаясь с вопросами к программе.

Вычисленные ответы — это то, что нам в действительности
выдает компьютер (интерпретатор программы).

Какова связь между правильными и
вычисленными ответами?



КОНЕЦ ЛЕКЦИИ 12.



Основы
математической

логики и логического
программирования

ЛЕКТОР: В.А. Захаров



Лекция 13.

Корректность операционной
семантики.

Полнота операционной семантики
логических программ.



КОРРЕКТНОСТЬ ОПЕРАЦИОННОЙ
СЕМАНТИКИ

У нас есть два типа ответов на запросы к логическим
программам:

I правильные ответы , которые логически следуют из
программы;

I вычисленные ответы , которые конструируются по ходу
SLD-резолютивных вычислений.

Правильные ответы — это то, что мы хотим получить,
обращаясь с вопросами к программе.

Вычисленные ответы — это то, что нам в действительности
выдает компьютер (интерпретатор программы).

Какова связь между правильными и
вычисленными ответами?



КОРРЕКТНОСТЬ ОПЕРАЦИОННОЙ
СЕМАНТИКИ

Определение правильного ответа

Пусть P — логическая программа, G — запрос к P с
множеством целевых переменных Y1, . . . ,Yk .

Тогда всякая подстановка θ = {Y1/t1, . . . ,Yk/tk} называется
ответом на запрос G к программе P.

Ответ θ = {Y1/t1, . . . ,Yk/tk} называется правильным ответом
на запрос G к программе P, если

P |= ∀Z1 . . .∀ZNGθ, где {Z1, . . . ,ZN} =
k⋃

i=1

Varti .



КОРРЕКТНОСТЬ ОПЕРАЦИОННОЙ
СЕМАНТИКИ

Определение вычисленного ответа

Пусть
I G0 = ? C1,C2, . . . ,Cm — целевое утверждение с целевыми

переменными Y1,Y2, . . . ,Yk ,
I P = {D1,D2, . . . ,DN} — хорновская логическая программа,
I comp = (Dj1 , θ1,G1), (Dj2 , θ2,G2), . . . , (Djn , θn,�) —

успешное SLD-резолютивное вычисление, порожденное
запросом G к программе P.

Тогда подстановка θ = (θ1θ2 . . . θn)|Y1,Y2,...,Yk
,

представляющая собой композицию всех вычисленных
унификаторов θ1, θ2, . . . , θn, ограниченную целевыми
переменными Y1,Y2, . . . ,Yk ,
называется вычисленным ответом на запрос G0 к программе P.



КОРРЕКТНОСТЬ ОПЕРАЦИОННОЙ
СЕМАНТИКИ

Теорема (корректности операционной семантики)

Пусть
I G0 = ? C1,C2, . . . ,Cm — целевое утверждение,
I P = {D1,D2, . . . ,DN} — хорновская логическая программа,
I θ — вычисленный ответ на запрос G0 к программе P.

Тогда θ — правильный ответ на запрос G0 к программе P.

Доказательство.

Рассмотрим успешное вычисление, порожденное запросом G0 к
логической программе P:

comp = (Dj1 , θ1,G1), (Dj2 , θ2,G2), . . . , (Djn , θn,�)

Покажем индукцией по длине вычисления n, что
θ = (θ1θ2 . . . θn)|Y1,Y2,...,Yk

— это правильный ответ.



КОРРЕКТНОСТЬ ОПЕРАЦИОННОЙ
СЕМАНТИКИ

Доказательство.

Базис индукции (n = 1). Тогда
G0 =? C1 Dj1 = A0; θ1 ∈ НОУ(C1,A0).

Значит, C1θ1 = A0θ1. Поскольку Dj1 ∈ P, мы приходим к
следующему выводу:

P |= ∀XA0, почему?
и, следовательно,

P |= ∀ZA0θ1, почему?
и, следовательно,

P |= ∀ZC1θ1, почему?
и, следовательно, θ = θ1|Y1,Y2,...,Yk

— это правильный ответ.



КОРРЕКТНОСТЬ ОПЕРАЦИОННОЙ
СЕМАНТИКИ

Доказательство.

Индуктивный переход (n − 1 → n). Пусть

G0 = ? C1,C2, . . . ,Ci, . . . ,Cm

Dj1 = A0 ← A1, . . . ,Ar;
θ1 ∈ НОУ(Ci,A0),
G1 = ? (C1,C2, . . . ,A1, . . . ,Ar, . . . ,Cm)θ1.

Тогда
comp′ = (Dj2 , θ2,G2), . . . , (Djn , θn,�)

— это успешное вычисление длины n − 1, порожденное
запросом G1. Значит, по предположению индукции,
θ′ = θ2 . . . θn|VarG1

— правильный ответ на запрос G1.
Значит,

P |= ∀Z (C1&C2& . . .&A1& . . .&Ar& . . .&Cm)θ1θ
′.



КОРРЕКТНОСТЬ ОПЕРАЦИОННОЙ
СЕМАНТИКИ

Доказательство.

Из P |= ∀Z (C1&C2& . . .&A1& . . .&Ar& . . .&Cm)θ1θ
′

следует
P |= ∀Z (A1& . . .&Ar )θ1θ

′.

Поскольку Dj1 ∈ P, верно
P |= ∀X (A1& . . .&Ar → A0).

Значит, верно также

Таким образом,
P |= ∀ZA0θ1θ

′.

И, наконец, вспомнив, что A0θ1 = Ciθ1 (почему? ), заключаем
P |= ∀ZCiθ1θ

′.



КОРРЕКТНОСТЬ ОПЕРАЦИОННОЙ
СЕМАНТИКИ

Доказательство.

Из P |= ∀Z (C1&C2& . . .&A1& . . .&Ar& . . .&Cm)θ1θ
′

следует
P |= ∀Z (A1& . . .&Ar )θ1θ

′.

Поскольку Dj1 ∈ P, верно
P |= ∀X (A1& . . .&Ar → A0).

Значит, верно также

Таким образом,
P |= ∀ZA0θ1θ

′.

И, наконец, вспомнив, что A0θ1 = Ciθ1 (почему? ), заключаем
P |= ∀ZCiθ1θ

′.



КОРРЕКТНОСТЬ ОПЕРАЦИОННОЙ
СЕМАНТИКИ

Доказательство.

Из P |= ∀Z (C1&C2& . . .&A1& . . .&Ar& . . .&Cm)θ1θ
′

следует
P |= ∀Z (A1& . . .&Ar )θ1θ

′.

Поскольку Dj1 ∈ P, верно
P |= ∀X (A1& . . .&Ar → A0).

Значит, верно также

P |= ∀Z
(
(A1& . . .&Ar )θ1θ

′ → A0θ1θ
′
)
.

Таким образом,
P |= ∀ZA0θ1θ

′.

И, наконец, вспомнив, что A0θ1 = Ciθ1 (почему? ), заключаем
P |= ∀ZCiθ1θ

′.



КОРРЕКТНОСТЬ ОПЕРАЦИОННОЙ
СЕМАНТИКИ

Доказательство.

Из P |= ∀Z (C1&C2& . . .&A1& . . .&Ar& . . .&Cm)θ1θ
′

следует
P |= ∀Z (A1& . . .&Ar )θ1θ

′.

Поскольку Dj1 ∈ P, верно
P |= ∀X (A1& . . .&Ar → A0).

Значит, верно также

P |= ∀Z
(
(A1& . . .&Ar )θ1θ

′ → A0θ1θ
′
)
.

Таким образом,
P |= ∀ZA0θ1θ

′.

И, наконец, вспомнив, что A0θ1 = Ciθ1 (почему? ), заключаем
P |= ∀ZCiθ1θ

′.



КОРРЕКТНОСТЬ ОПЕРАЦИОННОЙ
СЕМАНТИКИ

Доказательство.

Из P |= ∀Z (C1&C2& . . .&A1& . . .&Ar& . . .&Cm)θ1θ
′

следует
P |= ∀Z (A1& . . .&Ar )θ1θ

′.

Поскольку Dj1 ∈ P, верно
P |= ∀X (A1& . . .&Ar → A0).

Значит, верно также

P |= ∀Z
(
(A1& . . .&Ar )θ1θ

′ → A0θ1θ
′
)
.

Таким образом,
P |= ∀ZA0θ1θ

′.

И, наконец, вспомнив, что A0θ1 = Ciθ1 (почему? ), заключаем
P |= ∀ZCiθ1θ

′.



КОРРЕКТНОСТЬ ОПЕРАЦИОННОЙ
СЕМАНТИКИ

Доказательство.

Итак, из P |= ∀Z (C1&C2& . . .&A1& . . .&Ar& . . .&Cm)θ1θ
′

следует
P |= ∀Z (C1& . . .&Ci−1&Ci+1& . . .Cm)θ1θ

′.

Мы показали, что
P |= ∀ZCiθ1θ

′.

Значит,
P |= ∀Z (C1& . . .&Ci−1&Ci&Ci+1& . . .Cm︸ ︷︷ ︸

G0

) θ1θ
′︸︷︷︸

θ

.

Значит, θ1θ
′|VarG0

= (θ1θ2 . . . θn)|Y1,Y2,...,Yk
= θ — правильный

ответ на запрос G0. �



КОРРЕКТНОСТЬ ОПЕРАЦИОННОЙ
СЕМАНТИКИ

Итак, всякий вычисленный ответ — правильный.

А можно ли вычислить любой правильный ответ?

Полна ли наша операционная семантика?



ПОЛНОТА ОПЕРАЦИОННОЙ СЕМАНТИКИ
ЛОГИЧЕСКИХ ПРОГРАММ

Проблема полноты

Пусть θ — правильный ответ на запрос G0 к хорновской
логической программе P, т. е. P |= ∀Z G0θ.

Существует ли такое успешное SLD-резолютивное вычисление,
порожденное запросом G0 к программе P

(Dj1 , η1,G1), (Dj2 , η2,G2), . . . , (Djn , ηn,�),

которое вычисляет ответ θ, т. е. θ = (η1η2 . . . ηn)|VarG0
?



ПОЛНОТА ОПЕРАЦИОННОЙ СЕМАНТИКИ
ЛОГИЧЕСКИХ ПРОГРАММ

Теорема полноты.

Пусть
P = {D1,D2, . . . ,DN} — хорновская логическая программа,
G0 =?C1,C2, . . . Cm — запрос с множеством целевых
переменных Y1,Y2, . . . ,Yk ,
θ — правильный ответ на запрос G0 к хорновской
логической программе P.

Тогда существует такой вычисленный ответ η на запрос G0 к
программе P, что

θ = ηρ

для некоторой подстановки ρ.
Теорема полноты гласит, что каждый правильный ответ — это
пример (частный случай) некоторого вычисленного ответа .



ПОЛНОТА ОПЕРАЦИОННОЙ СЕМАНТИКИ
ЛОГИЧЕСКИХ ПРОГРАММ

Доказательство.

Пусть θ = {Y1/t1, . . . ,Yk/tk} и пусть
k⋃

i=1
Varti = {Z1, . . . ,Zr}.

Выберем некоторое множество новых «свежих» констант
{c1, . . . , ck}, не содержащихся ни в программе P, ни в
запросе G , ни в термах подстановки θ, и рассмотрим
подстановку λ = {Z1/c1,Z2/c2, . . . ,Zr/cr}.

Поскольку θ — правильный ответ, верно P |= ∀Z1 . . .∀ZkG0θ.
Запрос G ′

0 = G0θλ — основной пример запроса G0, и поэтому
P |= G0θλ.



ПОЛНОТА ОПЕРАЦИОННОЙ СЕМАНТИКИ
ЛОГИЧЕСКИХ ПРОГРАММ

Доказательство.

Общий замысел доказательства

1. Вначале покажем, что запрос G ′
0 = G0θλ, обращенный к

множеству [P] основных примеров программных утверждений
программы P, имеет успешное SLD-резолютивное вычисление
(лемма об основных вычислениях ).

2. Затем покажем, что исходный запрос G0, обращенный к
самой программе P, имеет успешное SLD-резолютивное
вычисление с таким вычисленным ответом η, для которого
верно равенство θλ = ηρ′ для некоторой подстановки ρ′

(лемма о подъеме для хорновских дизъюнктов ).

3. Затем покажем, что отсюда следует равенство θ = ηρ для
некоторой подстановки ρ.



ЛЕММА ОБ ОСНОВНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ

Лемма об основных вычислениях.
Пусть

P = {D1,D2, . . . ,DN} — хорновская логическая программа,
G ′

0 =?C ′
1,C

′
2, . . . C

′
n — основной запрос,

и при этом верно P |= G ′
0.

Тогда существует успешное SLD-резолютивное вычисление
запроса G ′

0, обращенного к множеству [P] основных примеров
программных утверждений программы P.



ЛЕММА ОБ ОСНОВНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ

Доказательство леммы о вычислениях.

{D1,D2, . . . ,DN} |= C ′
1&C ′

2& . . .&C ′
n

⇐⇒
множество дизъюнктов {D1,D2, . . . ,DN ,¬C ′

1∨¬C2∨. . .∨¬C ′
n}

противоречиво.

⇐⇒ (по теореме Эрбрана)

существует такое конечное множество основных примеров
программных утверждений {D ′

1,D
′
2, . . . ,D

′
M} ⊆ [P], что

множество дизъюнктов {D ′
1,D

′
2, . . . ,D

′
M ,¬C ′

1 ∨¬C ′
2 ∨ · · · ∨ ¬C ′

n}
противоречиво.

⇐⇒ (по теореме полноты метода резолюций)

из системы дизъюнктов {D ′
1,D

′
2, . . . ,D

′
M ,¬C ′

1∨¬C ′
2∨. . .∨¬C ′

n}
резолютивно выводим пустой дизъюнкт �.



ЛЕММА ОБ ОСНОВНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ
Доказательство леммы о вычислениях.

Да, пустой дизъюнкт � можно резолютивно вывести из
системы

{D ′
1,D

′
2, . . . ,D

′
M ,¬C ′

1 ∨ ¬C ′
2 ∨ · · · ∨ ¬C ′

n}.
Но это не обязательно SLD-резолютивный вывод. Рассмотрим
его более подробно.

смешанные дизъюнкты

D ′
1 =A01∨ ¬A11 ∨ · · · ∨ ¬Ak1

D ′
2 =A02∨ ¬A12 ∨ · · · ∨ ¬Ar2

. . .

D ′
M =A0M∨ ¬A1M ∨ · · · ∨ ¬A`M

негативные дизъюнкты

G ′
0 =¬C ′

1∨ ¬C ′
2 ∨ · · · ∨ ¬C ′

n



ЛЕММА ОБ ОСНОВНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ
Доказательство леммы о вычислениях.

Да, пустой дизъюнкт � можно резолютивно вывести из
системы

{D ′
1,D

′
2, . . . ,D

′
M ,¬C ′

1 ∨ ¬C ′
2 ∨ · · · ∨ ¬C ′

n}.
Но это не обязательно SLD-резолютивный вывод. Рассмотрим
его более подробно.

смешанные дизъюнкты

D ′
1 =A01∨ ¬A11 ∨ · · · ∨ ¬Ak1

D ′
2 =A02∨ ¬A12 ∨ · · · ∨ ¬Ar2

. . .

D ′
M =A0M∨ ¬A1M ∨ · · · ∨ ¬A`M

негативные дизъюнкты

G ′
0 =¬C ′

1∨ ¬C ′
2 ∨ · · · ∨ ¬C ′

n



ЛЕММА ОБ ОСНОВНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ
Доказательство леммы о вычислениях.

Да, пустой дизъюнкт � можно резолютивно вывести из
системы

{D ′
1,D

′
2, . . . ,D

′
M ,¬C ′

1 ∨ ¬C ′
2 ∨ · · · ∨ ¬C ′

n}.
Но это не обязательно SLD-резолютивный вывод. Рассмотрим
его более подробно.

смешанные дизъюнкты

D ′
1 =A01∨ ¬A11 ∨ · · · ∨ ¬Ak1

D ′
2 =A02∨ ¬A12 ∨ · · · ∨ ¬Ar2

. . .

D ′
M =A0M∨ ¬A1M ∨ · · · ∨ ¬A`M

негативные дизъюнкты

G ′
0 =¬C ′

1∨ ¬C ′
2 ∨ · · · ∨ ¬C ′

n

возможны резольвенты двух типов



ЛЕММА ОБ ОСНОВНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ
Доказательство леммы о вычислениях.
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системы

{D ′
1,D

′
2, . . . ,D

′
M ,¬C ′

1 ∨ ¬C ′
2 ∨ · · · ∨ ¬C ′

n}.
Но это не обязательно SLD-резолютивный вывод. Рассмотрим
его более подробно.

смешанные дизъюнкты

D ′
1 =A01∨ ¬A11 ∨ · · · ∨ ¬Ak1

D ′
2 =A02∨ ¬A12 ∨ · · · ∨ ¬Ar2

. . .

D ′
M =A0M∨ ¬A1M ∨ · · · ∨ ¬A`M

негативные дизъюнкты

G ′
0 =¬C ′

1∨ ¬C ′
2 ∨ · · · ∨ ¬C ′

n

возможны резольвенты двух типов

¬A11∨. . .∨¬Ak1∨¬C ′
2∨. . .∨¬C ′

n
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Это SLD-резольвента



ЛЕММА ОБ ОСНОВНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ
Доказательство леммы о вычислениях.

Да, пустой дизъюнкт � можно резолютивно вывести из
системы

{D ′
1,D

′
2, . . . ,D

′
M ,¬C ′

1 ∨ ¬C ′
2 ∨ · · · ∨ ¬C ′

n}.
Но это не обязательно SLD-резолютивный вывод. Рассмотрим
его более подробно.

смешанные дизъюнкты

D ′
1 =A01∨ ¬A11 ∨ · · · ∨ ¬Ak1

D ′
2 =A02∨ ¬A12 ∨ · · · ∨ ¬Ar2

. . .

D ′
M =A0M∨ ¬A1M ∨ · · · ∨ ¬A`M

негативные дизъюнкты

G ′
0 =¬C ′

1∨ ¬C ′
2 ∨ · · · ∨ ¬C ′

n

возможны резольвенты двух типов

¬A11∨. . .∨¬Ak1∨¬C ′
2∨. . .∨¬C ′

n

A02∨¬A22∨. . .∨¬Ar2∨¬A11∨. . .∨¬Ak1
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А это не SLD-резольвента



ЛЕММА ОБ ОСНОВНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ
Доказательство леммы о вычислениях.

Да, пустой дизъюнкт � можно резолютивно вывести из
системы

{D ′
1,D

′
2, . . . ,D

′
M ,¬C ′

1 ∨ ¬C ′
2 ∨ · · · ∨ ¬C ′

n}.
Но это не обязательно SLD-резолютивный вывод. Рассмотрим
его более подробно.

смешанные дизъюнкты

D ′
1 =A01∨ ¬A11 ∨ · · · ∨ ¬Ak1

D ′
2 =A02∨ ¬A12 ∨ · · · ∨ ¬Ar2

. . .

D ′
M =A0M∨ ¬A1M ∨ · · · ∨ ¬A`M

негативные дизъюнкты

G ′
0 =¬C ′

1∨ ¬C ′
2 ∨ · · · ∨ ¬C ′

n

возможны резольвенты двух типов

¬A11∨. . .∨¬Ak1∨¬C ′
2∨. . .∨¬C ′

n

A02∨¬A22∨. . .∨¬Ar2∨¬A11∨. . .∨¬Ak1



ЛЕММА ОБ ОСНОВНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ
Доказательство леммы о вычислениях.

Покажем, что этот вывод можно перестроить так, чтобы в нем
остались только SLD-резольвенты. В этом выводе обязательно
есть хотя бы одна SLD-резольвента (почему? ),

потому что
пустой дизъюнкт — это всегда SLD-резольвента (почему? ).
Тогда будем поступать так:

¬C ′
1 ∨ ¬C ′

2 ∨ · · · ∨ ¬C ′
m

A′
0∨ ¬A′

1 ∨ · · · ∨ ¬A′
k

A′′
0 ∨ ¬A′′

1 ∨ · · · ∨ ¬A′′
r



ЛЕММА ОБ ОСНОВНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ
Доказательство леммы о вычислениях.

Покажем, что этот вывод можно перестроить так, чтобы в нем
остались только SLD-резольвенты. В этом выводе обязательно
есть хотя бы одна SLD-резольвента (почему? ), потому что
пустой дизъюнкт — это всегда SLD-резольвента (почему? ).

Тогда будем поступать так:
¬C ′

1 ∨ ¬C ′
2 ∨ · · · ∨ ¬C ′

m

A′
0∨ ¬A′

1 ∨ · · · ∨ ¬A′
k

A′′
0 ∨ ¬A′′

1 ∨ · · · ∨ ¬A′′
r



ЛЕММА ОБ ОСНОВНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ
Доказательство леммы о вычислениях.

Покажем, что этот вывод можно перестроить так, чтобы в нем
остались только SLD-резольвенты. В этом выводе обязательно
есть хотя бы одна SLD-резольвента (почему? ), потому что
пустой дизъюнкт — это всегда SLD-резольвента (почему? ).
Тогда будем поступать так:

¬C ′
1 ∨ ¬C ′

2 ∨ · · · ∨ ¬C ′
m

A′
0∨ ¬A′

1 ∨ · · · ∨ ¬A′
k

A′′
0 ∨ ¬A′′

1 ∨ · · · ∨ ¬A′′
r

Если правило резолюции вначале применяется
к двум программным утверждениям,
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A′
0 ∨ ¬A′

2 ∨ · · · ∨ ¬A′
k ∨ ¬A′′

1 ∨ · · · ∨ ¬A′′
r



ЛЕММА ОБ ОСНОВНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ
Доказательство леммы о вычислениях.

Покажем, что этот вывод можно перестроить так, чтобы в нем
остались только SLD-резольвенты. В этом выводе обязательно
есть хотя бы одна SLD-резольвента (почему? ), потому что
пустой дизъюнкт — это всегда SLD-резольвента (почему? ).
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1 ∨ · · · ∨ ¬A′
k

A′′
0 ∨ ¬A′′

1 ∨ · · · ∨ ¬A′′
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A′
0 ∨ ¬A′

2 ∨ · · · ∨ ¬A′
k ∨ ¬A′′

1 ∨ · · · ∨ ¬A′′
r

а затем применяется к полученной резольвенте и запросу,
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?

XXXXXXXz
¬A′

2 ∨ · · · ∨ ¬A′
k ∨ ¬A′′

1 ∨ · · · ∨ ¬A′′
r ∨ ¬C ′

2 ∨ · · · ∨ ¬C ′
m



ЛЕММА ОБ ОСНОВНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ
Доказательство леммы о вычислениях.

Покажем, что этот вывод можно перестроить так, чтобы в нем
остались только SLD-резольвенты. В этом выводе обязательно
есть хотя бы одна SLD-резольвента (почему? ), потому что
пустой дизъюнкт — это всегда SLD-резольвента (почему? ).
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m

A′
0∨ ¬A′

1 ∨ · · · ∨ ¬A′
k

A′′
0 ∨ ¬A′′

1 ∨ · · · ∨ ¬A′′
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то изменим порядок применения правил

?

HHH
HHH

Hj
¬A′

1 ∨ ¬A′
2 ∨ · · · ∨ ¬A′

k ∨ ¬C2 ∨ · · · ∨ ¬Cm
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Доказательство леммы о вычислениях.

Покажем, что этот вывод можно перестроить так, чтобы в нем
остались только SLD-резольвенты. В этом выводе обязательно
есть хотя бы одна SLD-резольвента (почему? ), потому что
пустой дизъюнкт — это всегда SLD-резольвента (почему? ).
Тогда будем поступать так:

¬C ′
1 ∨ ¬C ′

2 ∨ · · · ∨ ¬C ′
m

A′
0∨ ¬A′

1 ∨ · · · ∨ ¬A′
k

A′′
0 ∨ ¬A′′
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¬A′

1 ∨ ¬A′
2 ∨ · · · ∨ ¬A′

k ∨ ¬C2 ∨ · · · ∨ ¬Cm
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¬A′
2 ∨ · · · ∨ ¬A′

k ∨ ¬A′′
1 ∨ · · · ∨ ¬A′′

r ∨ ¬C ′
2 ∨ · · · ∨ C ′

m

и получим тот же самый результат,
но уже только при помощи SLD-резолюции.



ЛЕММА ОБ ОСНОВНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ

Доказательство.

Будем применять этот прием, до тех пор пока в выводе не
останутся только правила SLD-резолюции. Таким образом, в
итоге получим вывод пустого дизъюнкта � из множества
дизъюнктов

{D1,D2, . . . ,DN ,¬C ′
1∨¬C2∨· · · ∨¬C ′

n}

только при помощи правила SLD-резолюции.

Это и есть успешное SLD-резолютивное вычисление основного
запроса G ′

0 =?C ′
1,C

′
2, . . . C

′
n, обращенного к множеству основных

примеров программных утверждений [P].

Что и требовалось доказать. �



ЛЕММА О ПОДЪЕМЕ

Лемма о подъеме (для логических программ)

Пусть G ′
0 = G0θ

′ — основной пример запроса G0 с множеством
целевых переменных Y1, . . . ,Ym, обращенный к хорновской
логической программе P.

Если запрос G ′
0, обращенный к множеству основных примеров

программных утверждений [P], имеет успешное вычисление,
то исходный запрос G0, обращенный к самой программе P,
также имеет успешное вычисление с ответом η, который
удовлетворяет равенству

θ′ = ηρ′

для некоторой подстановки ρ′.



ЛЕММА О ПОДЪЕМЕ

Доказательство леммы о подъеме

Рассмотрим SLD-резолютивное вычисление запроса G ′
0 = G0θ

′

с использованием основных примеров программных
утверждений из множества [P]

(D ′
1, ε,G

′
1), (D

′
2, ε,G

′
2), . . . , (D

′
n, ε,�)

и покажем, что существует SLD-резолютивное вычисление
запроса G0 с использованием программы P

(D1, η1,G1), (D2, η2,G2), . . . , (Dn, ηn,�),

удовлетворяющее условиям леммы.



ЛЕММА О ПОДЪЕМЕ

G0



ЛЕММА О ПОДЪЕМЕ

G0

?

θ′

G0θ
′
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q q q G ′
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n
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A
A
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?

µ2

?

µn
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ЛЕММА О ПОДЪЕМЕ

G0
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��
ηn

θ′ = (η1η2 . . . ηn)|Y1,...,Ymρ′



ЛЕММА О ПОДЪЕМЕ
Доказательство леммы о подъеме

Воспользуемся леммой о подъеме для обычных дизъюнктов.

G0 D1

? ?

G ′
0 = G0θ

′

θ′0

@
@

@
@

@R

D ′
1 = D1µ1

µ1
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�
�

�	

G ′
1



ЛЕММА О ПОДЪЕМЕ
Доказательство леммы о подъеме

Воспользуемся леммой о подъеме для обычных дизъюнктов.
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ЛЕММА О ПОДЪЕМЕ
Доказательство леммы о подъеме

Воспользуемся леммой о подъеме для обычных дизъюнктов.
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ρ1

G ′
1 = G1ρ1



ЛЕММА О ПОДЪЕМЕ
Доказательство леммы о подъеме

Воспользуемся леммой о подъеме для обычных дизъюнктов.
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η1

G1

?

ρ1

G ′
1 = G1ρ1

И при этом верно равенство θ′0 = (η1ρ1)|Y1,...,Ym .



ЛЕММА О ПОДЪЕМЕ

Доказательство леммы о подъеме

Последовательно применяя этот прием на всех шагах
вычисления запроса G ′

0, получаем SLD-резолютивное
вычисление запроса G0:

(D1, η1,G1), (D2, η1,G2), . . . , (Dn, ηn,�)

для которого выполняется система равенств

θ′ = (η1ρ1)|Y1,...,Ym

ρ1 = (η2ρ2)|VarG1

ρ2 = (η3ρ3)|VarG2

. . .
ρn = (ηnρn)|VarGn

Из этой системы следует равенство θ′ = (η1η2 . . . ηn)|Y1,...,Ymρ′

для некоторой подстановки ρ′. �



ПОЛНОТА ОПЕРАЦИОННОЙ СЕМАНТИКИ

Доказательство теоремы полноты (завершение).

Итак, у нас есть
I правильный ответ θ0 на запрос G0 к хорновской

логической программе P;
I подстановка λ = {Z1/c1,Z2/c2, . . . ,Zr/cr} «свежих»

констант на место всех переменных Z1, . . . ,Zr из термов
подстановки θ0.

I основной пример θ′0 = θ0λ правильного ответа θ.



ПОЛНОТА ОПЕРАЦИОННОЙ СЕМАНТИКИ

Доказательство теоремы полноты (завершение).

θ0 — правильный ответ на запрос G0 к хорновской логической
программе P;
⇓
P |= G0θ0λ;

⇓ (по лемме об основных вычислениях )

основной запрос G0θ0λ к множеству основных примеров
программных утверждений [P] имеет успешное вычисление;

⇓ (по лемме о подъеме для логических программ )

запрос G0 к программе P имеет успешное вычисление с
вычисленным ответом η, для которого верно равенство

θ0λ = ηρ′

для некоторой подстановки ρ′.



ПОЛНОТА ОПЕРАЦИОННОЙ СЕМАНТИКИ

Доказательство теоремы полноты (завершение).

А теперь заменим в левой и правой частях равенства
θ0λ = ηρ′

все константы c1, . . . , cr на символы переменных Z1, . . . ,Zr .

Поскольку константы c1, . . . , cr не входят в состав запроса G0 и
программы P, эти константы не входят в состав термов
вычисленного ответа η, и, значит, могут содержаться только в
подстановке ρ′.

В левой части равенства подстановка λ = {Z1/c1, . . . ,Zr/cr}
превращается в пустую подстановку ε.

В правой части равенства подстановка ρ′ превращается в
некоторую новую подстановку ρ.
В итоге равенство θ0λ = ηρ′ превращается в равенство

θ0 = ηρ
�



ПОЛНОТА ОПЕРАЦИОННОЙ СЕМАНТИКИ

Поясняющий пример.

Рассмотрим запрос ?P(U,V ) к логической программе

P : P(f (X ),X )← R(X ); (1)
R(Y )←; (2)
Q(c)←; (3)

Легко видеть, что θ = {U/f (c),V /c} — это правильный ответ
на запрос к программе.

Вместе с тем, единственный вычисленный ответ — это
η = {U/f (Y ),V /Y }.

Все дело в том, что θ — это частный случай η: θ = η{Y /c}.



ПОЛНОТА ОПЕРАЦИОННОЙ СЕМАНТИКИ

Итак, любой правильный ответ на запрос к хорновской
логической программе можно вычислить (возможно, с
обобщением) по правилу SLD-резолюции, и любой
вычисленный ответ будет правильным.

А как организовать вычисления логических программ, чтобы
вычислить ВСЕ ответы?



КОНЕЦ ЛЕКЦИИ 13.



Основы
математической

логики и логического
программирования

ЛЕКТОР: В.А. Захаров



Лекция 14.

Правила выбора подцелей.
Деревья вычислений логических

программ.
Стратегии вычисления логических

программ.



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ
SLD-резолютивное вычисление запроса ?G к логической
программе P определяется неоднозначно.
Рассмотрим запрос ?P(U,V ),R(U) к логической программе

P : P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Уже на первом шаге вычисления возникают вопросы выбора:
I Какую подцель выделить?

?P(U,V ),R(U) ?P(U,V ),R(U)

I Если выделена, например, первая подцель ?P(U,V ),R(U),
то какое программное утверждение выбрать?

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1) P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2) P(X ,X )← Q(X ); (2)



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Рассмотрим два вычисления запроса ?P(U,V ),R(U)

?P(U,V ),R(U)

?

P(X1,Y1)← R(X1),Q(Y1)
�

�	
θ1 = {U/X1, V /Y1}

?R(X1),Q(Y1),R(X1)

?

R(b)←
��	 θ2 = {X1/b}

?Q(Y1),R(b)

?

Q(c)←
��	 θ3 = {Y1/c}

?R(b)

?

R(b)←
��	 θ4 = ε

?�

?P(U,V ),R(U)

?

R(b)←
�

�	
η1 = {U/b}

?P(b,V )

?

P(X1,Y1)← R(X1),Q(Y1)
��	 η2 = {X1/b, V /Y1}

?R(b),Q(Y1)

?

Q(c)←
��	 η3 = {Y1/c}

?R(b)

?

R(b)←
��	 η4 = ε

?�
θ = θ1θ2θ3θ4|{U,V } = {U/b,V /c}
η = η1η2η3η4|{U,V } = {U/b,V /c}



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Как видите, мы получаем одинаковые вычисленные ответы в
обоих вычислениях независимо от порядка выбора подцелей в
целевых утверждениях.

Это случайность или так бывает всегда?

С точки зрения операционной семантики программ, запрос —
это список задач, которые нужно решить.

I Для решения запроса нужно решить все подцели запроса.
Значит, результат вычисления не зависит от того порядка,
в котором решаются задачи (выбираются подцели).

I Решение одной задачи может помочь решить другую.
Значит, правильно выбранный порядок решения задач
существенно влияет на эффективность вычисления
запроса.

Покажем, что верно первое предположение.



ПОЛНОТА ОПЕРАЦИОННОЙ СЕМАНТИКИ

Определение.

Отображение R, которое сопоставляет каждому непустому
запросу G : ?C1,C2, . . . ,Cm одну из подцелей Ci = R(G ) в этом
запросе, называется правилом выбора подцелей .

Для заданного правила выбора подцелей R вычисление
запроса G к логической программе P называется
R-вычислением , если на каждом шаге вычисления очередная
подцель в запросе выбирается по правилу R.

Ответ, полученный в результате успешного R-вычисления,
называется R-вычисленным .

Возникает вопрос:

При каком правиле выбора подцелей R каждый вычисленный
ответ оказывется R-вычисленным?



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Для каждого программного утверждения
D : A0 ← A1,A2, . . . ,An условимся использовать запись D+

для обозначения атома A0, а запись D− — для обозначения
списка атомов A1,A2, . . . ,An. В частности, если D — это факт
A0 ←, то D− — это пустой список.

Выбор обозначений обусловлен тем, что утверждение
D : A0 ← A1,A2, . . . ,An соответствует дизъюнкту

положительная литера︷︸︸︷
A0 ∨ ¬A1 ∨ ¬A2 ∨ · · · ∨ ¬An︸ ︷︷ ︸

отрицательные литеры



ПОЛНОТА ОПЕРАЦИОННОЙ СЕМАНТИКИ

Переключательная лемма.

Предположим, что запрос G0 :?C1, . . . ,Ci , . . . ,Cj , . . . ,Cm к
хорновской логической программе P имеет вычисление

G0 :?C1, . . . ,Ci , . . . ,Cj , . . . ,Cm

?

D1��������9
θ1 ∈ НОУ(Ci , D

+
1 )

G ′
1 :?(C1, . . . ,D

−
1 , . . . ,Cj , . . . ,Cm)θ1

?

D2��������9
θ2 ∈ НОУ(Cjθ1, D

+
2 )

G ′
2 :?(C1θ1, . . . ,D

−
1 θ1, . . . ,D

−
2 , . . . ,Cmθ1)θ2



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Переключательная лемма.

Тогда запрос G0 к программе P также имеет вычисление

G0 :?C1, . . . ,Ci , . . . ,Cj , . . . ,Cm

?

D2��������9
η1 ∈ НОУ(Cj , D

+
2 )

G ′′
1 :?(C1, . . . ,Ci , . . . ,D

−
2 , . . . ,Cm)η1

?

D1��������9
η2 ∈ НОУ(Ciη1, D

+
1 )

G ′′
2 :?(C1η1, . . . ,D

−
1 , . . . ,D−

2 η1 . . . , Cmη1)η2

и при этом запросы G ′
2 и G ′′

2 являются вариантами друг друга,
т. е. θ1θ2ρ

′ = η1η2 и η1η2ρ
′′ = θ1θ2 для некоторых ρ′, ρ′′ ∈ Subst.



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Переключательная лемма говорит о том, что при изменении
порядка выбора подцелей результат вычисления сохраняется (с
точностью до переименования переменных).

Доказательство (переключательной леммы).



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Доказательство (переключательной леммы).

Рассмотрим первое вычисление

G0 :?C1, . . . ,Ci , . . . ,Cj , . . . ,Cm

?

D1��������9
θ1 ∈ НОУ(Ci , D

+
1 )

G ′
1 :?(C1, . . . ,D

−
1 , . . . ,Cj , . . . ,Cm)θ1

?

D2��������9
θ2 ∈ НОУ(Cjθ1, D

+
2 )

G ′
2 :?(C1θ1, . . . ,D

−
1 θ1, . . . ,D

−
2 , . . . ,Cmθ1)θ2



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Доказательство (переключательной леммы).

Рассмотрим первое вычисление

G0 :?C1, . . . ,Ci , . . . ,Cj , . . . ,Cm

?

D1��������9
θ1 ∈ НОУ(Ci , D

+
1 )

G ′
1 :?(C1, . . . ,D

−
1 , . . . ,Cj , . . . ,Cm)θ1

?

D2��������9
θ2 ∈ НОУ(Cjθ1, D

+
2 )

G ′
2 :?(C1θ1, . . . ,D

−
1 θ1, . . . ,D

−
2 , . . . ,Cmθ1)θ2

Согласно определению
SLD-резолютивного вычисления
Domθ1 ∩ VarD2 = ∅.



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Доказательство (переключательной леммы).

Рассмотрим первое вычисление

G0 :?C1, . . . ,Ci , . . . ,Cj , . . . ,Cm

?

D1��������9
θ1 ∈ НОУ(Ci , D

+
1 )

G ′
1 :?(C1, . . . ,D

−
1 , . . . ,Cj , . . . ,Cm)θ1

?

D2��������9
θ2 ∈ НОУ(Cjθ1, D

+
2 )

G ′
2 :?(C1θ1, . . . ,D

−
1 θ1, . . . ,D

−
2 , . . . ,Cmθ1)θ2

Согласно определению
SLD-резолютивного вычисления
Domθ1 ∩ VarD2 = ∅.

Поэтому D+
2 θ2 = D+

2 θ1θ2.



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Доказательство (переключательной леммы).

Рассмотрим первое вычисление

G0 :?C1, . . . ,Ci , . . . ,Cj , . . . ,Cm

?

D1��������9
θ1 ∈ НОУ(Ci , D

+
1 )

G ′
1 :?(C1, . . . ,D

−
1 , . . . ,Cj , . . . ,Cm)θ1

?

D2��������9
θ2 ∈ НОУ(Cjθ1, D

+
2 )

G ′
2 :?(C1θ1, . . . ,D

−
1 θ1, . . . ,D

−
2 , . . . ,Cmθ1)θ2

Согласно определению
SLD-резолютивного вычисления
Domθ1 ∩ VarD2 = ∅.

Поэтому D+
2 θ2 = D+

2 θ1θ2.

Следовательно,
Cjθ1θ2 = D+

2 θ2 = D+
2 θ1θ2,

т. е. Cj и D+
2 унифицируемы.



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Доказательство (переключательной леммы).

Рассмотрим первое вычисление

G0 :?C1, . . . ,Ci , . . . ,Cj , . . . ,Cm

?

D1��������9
θ1 ∈ НОУ(Ci , D

+
1 )

G ′
1 :?(C1, . . . ,D

−
1 , . . . ,Cj , . . . ,Cm)θ1

?

D2��������9
θ2 ∈ НОУ(Cjθ1, D

+
2 )

G ′
2 :?(C1θ1, . . . ,D

−
1 θ1, . . . ,D

−
2 , . . . ,Cmθ1)θ2

А раз Cj и D+
2 унифицируемы,

существует η1 ∈ НОУ(Cj ,D
+
2 ),

и при этом θ1θ2 = η1λ.



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Доказательство (переключательной леммы).

Рассмотрим первое вычисление

G0 :?C1, . . . ,Ci , . . . ,Cj , . . . ,Cm

?

D1��������9
θ1 ∈ НОУ(Ci , D

+
1 )

G ′
1 :?(C1, . . . ,D

−
1 , . . . ,Cj , . . . ,Cm)θ1

?

D2��������9
θ2 ∈ НОУ(Cjθ1, D

+
2 )

G ′
2 :?(C1θ1, . . . ,D

−
1 θ1, . . . ,D

−
2 , . . . ,Cmθ1)θ2

Далее, заметим,
что Ciθ1θ2 = D+

1 θ1θ2,
и поэтому Ciη1λ = D+

1 η1λ.



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Доказательство (переключательной леммы).

Рассмотрим первое вычисление

G0 :?C1, . . . ,Ci , . . . ,Cj , . . . ,Cm

?

D1��������9
θ1 ∈ НОУ(Ci , D

+
1 )

G ′
1 :?(C1, . . . ,D

−
1 , . . . ,Cj , . . . ,Cm)θ1

?

D2��������9
θ2 ∈ НОУ(Cjθ1, D

+
2 )

G ′
2 :?(C1θ1, . . . ,D

−
1 θ1, . . . ,D

−
2 , . . . ,Cmθ1)θ2

Далее, заметим,
что Ciθ1θ2 = D+

1 θ1θ2,
и поэтому Ciη1λ = D+

1 η1λ.

Т. к. Domη1 ∩ VarD1 = ∅,
верно D+

1 η1 = D+
1 .



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Доказательство (переключательной леммы).

Рассмотрим первое вычисление

G0 :?C1, . . . ,Ci , . . . ,Cj , . . . ,Cm

?

D1��������9
θ1 ∈ НОУ(Ci , D

+
1 )

G ′
1 :?(C1, . . . ,D

−
1 , . . . ,Cj , . . . ,Cm)θ1

?

D2��������9
θ2 ∈ НОУ(Cjθ1, D

+
2 )

G ′
2 :?(C1θ1, . . . ,D

−
1 θ1, . . . ,D

−
2 , . . . ,Cmθ1)θ2

Далее, заметим,
что Ciθ1θ2 = D+

1 θ1θ2,
и поэтому Ciη1λ = D+

1 η1λ.

Т. к. Domη1 ∩ VarD1 = ∅,
верно D+

1 η1 = D+
1 .

Значит, Ciη1λ = D+
1 λ,

т. е. Ciη1 и D+
1 унифицируемы.



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Доказательство (переключательной леммы).

Рассмотрим первое вычисление

G0 :?C1, . . . ,Ci , . . . ,Cj , . . . ,Cm

?

D1��������9
θ1 ∈ НОУ(Ci , D

+
1 )

G ′
1 :?(C1, . . . ,D

−
1 , . . . ,Cj , . . . ,Cm)θ1

?

D2��������9
θ2 ∈ НОУ(Cjθ1, D

+
2 )

G ′
2 :?(C1θ1, . . . ,D

−
1 θ1, . . . ,D

−
2 , . . . ,Cmθ1)θ2

А раз Ciη1 и D+
1 унифицируемы,

существует η2 ∈ НОУ(Ciη1,D
+
1 ),

и при этом λ = η2ρ
′.



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Доказательство (переключательной леммы).

Рассмотрим первое вычисление

G0 :?C1, . . . ,Ci , . . . ,Cj , . . . ,Cm

?

D1��������9
θ1 ∈ НОУ(Ci , D

+
1 )

G ′
1 :?(C1, . . . ,D

−
1 , . . . ,Cj , . . . ,Cm)θ1

?

D2��������9
θ2 ∈ НОУ(Cjθ1, D

+
2 )

G ′
2 :?(C1θ1, . . . ,D

−
1 θ1, . . . ,D

−
2 , . . . ,Cmθ1)θ2

Итак, получаем
η1 ∈ НОУ(Cj ,D

+
2 ),

η2 ∈ НОУ(Ciη1,D
+
1 ),

θ1θ2 = η1λ = η1η2ρ
′.



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Доказательство (переключательной леммы).

Получаем другое вычисление

G0 :?C1, . . . ,Ci , . . . ,Cj , . . . ,Cm

?

D2��������9
η1 ∈ НОУ(Cj , D

+
2 )

G ′′
1 :?(C1, . . . ,Ci , . . . ,D

−
2 , . . . ,Cm)η1

?

D1��������9
η2 ∈ НОУ(Ciη1, D

+
1 )

G ′′
2 :?(C1η1, . . . ,D

−
1 , . . . ,D−

2 η1 . . . , Cmη1)η2

Итак, получаем
η1 ∈ НОУ(Cj ,D

+
2 ),

η2 ∈ НОУ(Ciη1,D
+
1 ),

θ1θ2 = η1λ = η1η2ρ
′.

Значит, запрос G0 имеет
и другое вычисление.



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Доказательство (переключательной леммы).
G0 :?C1, . . . ,Ci , . . . ,Cj , . . . ,Cm

?

D2��������9
η1 ∈ НОУ(Cj , D

+
2 )

G ′′
1 :?(C1, . . . ,Ci , . . . ,D

−
2 , . . . ,Cm)η1

?

D1��������9
η2 ∈ НОУ(Ciη1, D

+
1 )

G ′′
2 :?(C1η1, . . . ,D

−
1 , . . . ,D−

2 η1 . . . , Cmη1)η2

Применяя те же рассуждения
к построенному вычислению
получим η1η2 = θ1θ2ρ

′′.



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Доказательство (переключательной леммы).
G0 :?C1, . . . ,Ci , . . . ,Cj , . . . ,Cm

?

D2��������9
η1 ∈ НОУ(Cj , D

+
2 )

G ′′
1 :?(C1, . . . ,Ci , . . . ,D

−
2 , . . . ,Cm)η1

?

D1��������9
η2 ∈ НОУ(Ciη1, D

+
1 )

G ′′
2 :?(C1η1, . . . ,D

−
1 , . . . ,D−

2 η1 . . . , Cmη1)η2

Применяя те же рассуждения
к построенному вычислению
получим η1η2 = θ1θ2ρ

′′.

Равенства θ1θ2 = η1η2ρ
′, η1η2 = θ1θ2ρ

′′ означают, что
подстановки η1η2 и θ1θ2, а также запросы G ′

2 и G ′′
2 являются

вариантами друг друга. �



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Теорема сильной полноты

Каково бы ни было правило выбора подцелей R, если θ —
правильный ответ на запрос G0 к хорновской логической
программе P, то существует такой R-вычисленный ответ η,
что равенство

θ = ηρ

выполняется для некоторой подстановки ρ.

Доказательство

По теореме полноты существут такой вычисленный ответ η′,
что θ = η′ρ′. Рассмотрим соответствующее этому ответу
успешное вычисление запроса G

comp′ = (D1, η
′
1,G1), . . . , (DN , η′N ,�),

в котором η′ = η′1 . . . η′N .



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Доказательство

Предположим, что R(G0) = Ci . Поскольку comp′ — это
успешное вычисление, существует ki , что подцель Ci впервые
выбирается на ki -ом шаге вычисления comp′. Применяя
последовательно ki раз переключательную лемму, можно
получить успешное вычисление

comp′′ = (Dik , η
′′
1 ,G ′′

1 ), (D1, η
′′
2 ,G ′′

1 ), . . . , (DN , η′′N ,�),

в котором на первом шаге выбирается подцель Ci = R(G0), но
при этом вычисленный результат η′′ = η′′1 . . . η′′N — это вариант
вычисленного ответа η′ = η′1 . . . η′N , и значит θ = η′′ρ′′.

Повторяя этот трюк N раз, получим требуемое успешное
R-вычисление.

Полное и строгое доказательство требует применения
математической индукции. Провести самостоятельно. �



ПРАВИЛА ВЫБОРА ПОДЦЕЛЕЙ

Теорема сильной полноты говорит о том. что правило выбора
подцелей не играет существенной роли при вычислении ответа:
любое правило выбора подцелей позволяет получить все
вычисленные ответы.

Поэтому для единообразной организации вычислений
логических программ всегда используется стандартное
правило выбора : в каждом запросе всегда выбирается самая
первая (левая) подцель.
Теперь займемся вопросом о том, какую роль играет выбор
подходящих программных утверждений.



ДЕРЕВЬЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Обратимся снова к запросу ?P(U,V ),R(U) к логической
программе

P : P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

и будем применять стандартное правило выбора подцелей.



ДЕРЕВЬЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Тогда возможны следующие два вычисления запроса
?P(U,V ),R(U)

?P(U,V ),R(U)

?

P(X1,Y1)← R(X1),Q(Y1)
��	 θ1 = {U/X1, V /Y1}

?R(X1),Q(Y1),R(X1)

?

R(b)←
��	 θ2 = {X1/b}

?Q(Y1),R(b)

?

Q(c)←
�

�	
θ3 = {Y1/c}

?R(b)

?

R(b)←
�

�	
θ4 = ε

?�

?P(U,V ),R(U)

?

P(X1,X1)← Q(X1);
��	 η1 = {U/X1, V /X1}

?Q(X1),R(X1)

?

Q(c)←
��	 η2 = {X1/c}

?R(c)

failure

θ = θ1θ2θ3θ4|{U,V } = {U/b,V /c}

тупиковое вычисление



ДЕРЕВЬЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
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Как видно из этого примера, выбор программных утверждений
играет значительную роль.

Программное утверждение — это способ (рецепт) решения
задачи (подцели). Ясно, что некоторые способы решения могут
быть «хорошими», а некоторые — «плохими».

Таким образом, чтобы вычислить все ответы на запрос (или,
что то же само, гарантировать вычисление хотя бы одного
ответа), нужно уметь просматривать все варианты выбора
программных утверждений. И нужно правильно организовать
этот перебор.
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Определение

Деревом SLD-резолютивных вычислений запроса G0 к
логической программе P называется помеченное корневое
дерево TG0,P , удовлетворяющее следующим требованиям:

1. Корнем дерева является исходный запрос G0;
2. Потомками каждой вершины G являются всевозможные

SLD-резольвенты запроса G (при фиксированном
стандартном правиле выбора подцелей);

3. Листовыми вершинами являются пустые запросы
(завершающие успешные вычисления) и запросы, не
имеющие SLD-резольвент (завершающие тупиковые
вычисления).
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Иллюстрация
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ДЕРЕВЬЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Пример 1.
P : P(X ,Y )← R(X ),Q(Y );

P(X ,X )← Q(X );

R(b)←;

Q(c)←;

?P(U,V ),R(U)t
�

�
�	

@
@

@Rt t?R(X1),Q(Y1),R(X1) ?Q(X1),R(X1)

(1), {U/X1, V /Y1} (2), {U/X1, V /X1}

? ?t t?Q(Y1),R(b) ?R(c)

(3), {X1/b} (2), {X1/c}

?

failuret?R(b)

(4), {Y1/c}

?t
?�

(3), ε
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Пример 2.
P : P(X.L)← P(L),R(X );

P(nil)←;

R(a)←;

R(c)←;

?P(X.Y )t
??P(Y ),R(X )

(1), {X1/X , L1/Y }t
�

�
�	

@
@

@Rt t?P(L2),R(X2),R(X ) ?R(X )

(1), {Y /X2.L2} (2), {Y /nil}

?

����������) ?

@
@

@Rtt t t?R(X2),R(X )
?P(L3),R(X3),
R(X2),R(X )

?� ?�

(2), {L2/nil}
(1), {L2/X3.L3} (3), {X/a} (4), {X/c}

��������) ?

�
�

�	

@
@

@Rt t t
?R(X3),R(X2),R(X )

∞ ?R(X ) ?R(X )

(3), {X1/a} (3), {X1/a}
(2), {L3/nil}

?

@
@

@Rt t
?�?�

(3), {X/a}
(4), {X/c}

?

@
@

@Rt t
?�?�

(3), {X/a}
(4), {X/c}
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Итак, деревья вычислений логических программ бывают
разные — конечные и бесконечные, с конечным или
бесконечным множеством ветвей, и т. п.

Каждая ветвь дерева TG0,P соответствует одному из
возможных вычислений запроса G0 к логической программе P.

Некоторые из ветвей образуют успешное вычисление и дают
ответ на запрос.

Возникает вопрос:

Как нам обнаружить ветви успешных вычислений в дереве
SLD-резолютивных вычислений программы?



СТРАТЕГИИ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Определение

Стратегией вычисления запросов к логическим программам
называется алгоритм построения (обхода) дерева
SLD-резолютивных вычислений TG0,P всякого запроса G0 к
произвольной логической программе P

Стратегия вычислений называется вычислительно полной ,
если для любого запроса G0 и любой логической программы P
эта стратегия строит (обнаруживает) все успешные
вычисления запроса G0 к программы P
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Фактически, стратегия вычисления — это одна стратегий
обхода корневого дерева. Как известно, таких стратегий
существует много, но среди них выделяются две наиболее
характерные:

I стратегия обхода в ширину , при которой дерево
строится (обходится) поярусно — вершина i-го не
строится, до тех пор пока не будут построены все вершины
(i − 1)-го яруса;

I стратегия обхода в глубину с возвратом , при которой
ветви дерева обходятся поочередно — очередная ветвь
дерева не обохдится, до тех пор пока не будут пройдены
все вершины текущей ветви.



СТРАТЕГИИ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Пример обхода в ширину.
P : P(X ,Y )← R(X ),Q(Y );

P(X ,X )← Q(X );

R(b)←;

Q(c)←;
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Пример обхода в ширину.
P : P(X ,Y )← R(X ),Q(Y );

P(X ,X )← Q(X );

R(b)←;

Q(c)←;

?P(U,V ),R(U)t
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Пример обхода в ширину.
P : P(X ,Y )← R(X ),Q(Y );

P(X ,X )← Q(X );

R(b)←;

Q(c)←;

?P(U,V ),R(U)t
�

�
�	t?R(X1),Q(Y1),R(X1)

(1), {U/X1, V /Y1}
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?P(U,V ),R(U)t
�

�
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@
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(2), {U/X1, V /X1}



СТРАТЕГИИ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Пример обхода в ширину.
P : P(X ,Y )← R(X ),Q(Y );

P(X ,X )← Q(X );

R(b)←;

Q(c)←;

?P(U,V ),R(U)t
�

�
�	t?R(X1),Q(Y1),R(X1)

(1), {U/X1, V /Y1} @
@

@Rt?Q(X1),R(X1)

(2), {U/X1, V /X1}

?t?Q(Y1),R(b)

(3), {X1/b}
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Пример обхода в ширину.
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P(X ,X )← Q(X );

R(b)←;
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?P(U,V ),R(U)t
�

�
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(1), {U/X1, V /Y1} @
@
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Пример обхода в ширину.
P : P(X ,Y )← R(X ),Q(Y );

P(X ,X )← Q(X );

R(b)←;

Q(c)←;

?P(U,V ),R(U)t
�

�
�	t?R(X1),Q(Y1),R(X1)

(1), {U/X1, V /Y1} @
@

@Rt?Q(X1),R(X1)

(2), {U/X1, V /X1}

?t?Q(Y1),R(b)

(3), {X1/b}

?t?R(c)

(2), {X1/c}

?t?R(b)

(4), {Y1/c}
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Пример обхода в ширину.
P : P(X ,Y )← R(X ),Q(Y );

P(X ,X )← Q(X );

R(b)←;

Q(c)←;

?P(U,V ),R(U)t
�

�
�	t?R(X1),Q(Y1),R(X1)

(1), {U/X1, V /Y1} @
@

@Rt?Q(X1),R(X1)

(2), {U/X1, V /X1}

?t?Q(Y1),R(b)

(3), {X1/b}

?t?R(c)

(2), {X1/c}

?t?R(b)

(4), {Y1/c} failure
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Пример обхода в ширину.
P : P(X ,Y )← R(X ),Q(Y );

P(X ,X )← Q(X );

R(b)←;

Q(c)←;

?P(U,V ),R(U)t
�

�
�	t?R(X1),Q(Y1),R(X1)

(1), {U/X1, V /Y1} @
@

@Rt?Q(X1),R(X1)

(2), {U/X1, V /X1}

?t?Q(Y1),R(b)

(3), {X1/b}

?t?R(c)
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(4), {Y1/c} failure

?t
?�

(3), ε
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Стратегия обхода в ширину является вычислительно полной,
поскольку

I каждый запрос имеет конечное число SLD-резольвент, и
поэтому в каждом ярусе дерева SLD-резолютивных
вычислений имеется конечное число вершин;

I каждое успешное вычисление завершается на некотором
ярусе;

I и поэтому каждое успешное вычисление будет рано или
поздно полностью построено.

Но строить интерпретатор логических программ на основе
стратегии обхода в ширину нецелесообразно. При обходе
дерева в ширину нужно обязательно хранить в памяти все
вершины очередного яруса. Это требует большого расхода
памяти. Например, в 100-м ярусе двоичного дерева содержится
299 вершин. Вычислительных ресурсов всего земного шара не
хватит, чтобы хранить информацию обо всех этих вершинах.
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Стратегия обхода в глубину с возвратом основана на
следующих принципах:

1. все программные утверждения упорядочиваются;
2. на каждом шаге обхода из текущей вершины G

осуществляется переход
I либо в новую вершину-потомок G ′, которая является

SLD-резольвентой запроса G и первого по порядку
программного утверждения D, ранее не использованного
для этой цели;

I либо в ранее построенную родительскую вершину G ′′

(откат), если все программные утверждения уже были
опробованы для построения SLD-резольвент запроса G .
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Пример обхода в глубину с возвратом.
P : P(X ,Y )← R(X ),Q(Y );

P(X ,X )← Q(X );

R(b)←;

Q(c)←;
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R(b)←;

Q(c)←;

?P(U,V ),R(U)t
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?t?R(c)

(2), {X1/c}

6

6

6

�
���



СТРАТЕГИИ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Пример обхода в глубину с возвратом.
P : P(X ,Y )← R(X ),Q(Y );

P(X ,X )← Q(X );

R(b)←;

Q(c)←;

?P(U,V ),R(U)t
�

�
�	t?R(X1),Q(Y1),R(X1)

(1), {U/X1, V /Y1}

?t?Q(Y1),R(b)

(3), {X1/b}

?t?R(b)

(4), {Y1/c}

?t
?�

(3), ε

@
@

@Rt?Q(X1),R(X1)

(2), {U/X1, V /X1}

?t?R(c)

(2), {X1/c}

6

6

6

�
���

failure

6



СТРАТЕГИИ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Пример обхода в глубину с возвратом.
P : P(X ,Y )← R(X ),Q(Y );

P(X ,X )← Q(X );

R(b)←;

Q(c)←;

?P(U,V ),R(U)t
�

�
�	t?R(X1),Q(Y1),R(X1)

(1), {U/X1, V /Y1}

?t?Q(Y1),R(b)

(3), {X1/b}

?t?R(b)

(4), {Y1/c}

?t
?�

(3), ε

@
@

@Rt?Q(X1),R(X1)

(2), {U/X1, V /X1}

?t?R(c)

(2), {X1/c}

6

6

6
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failure

6
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СТРАТЕГИИ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Стратегия обхода в глубину с возвратом

I имеет эффективную реализацию: в памяти нужно хранить
лишь запросы той ветви, по которой идет обход, и каждый
запрос должен вести учет использованных программных
утверждений;

I является, к сожалению, вычислительно неполной.



ДЕРЕВЬЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Обратимся к примеру 2.
P : P(X.L)← P(L),R(X );

P(nil)←;

R(a)←;

R(c)←;

?P(X.Y )t
??P(Y ),R(X )

(1), {X1/X , L1/Y }t
�

�
�	t ?P(L2),R(X2),R(X )

(1), {Y /X2.L2}

�
�

�	t ?P(L3),R(X3),R(X2),R(X )

(1), {L2/X3.L3}

�
�

�	t ?P(L4),R(X4),R(X3),R(X2),R(X )

(1), {L3/X4.L4}

�
�

�	∞

(1), {L4/X5.L5}

Обход дерева TG ,P уходит в глубину
по бесконечной ветви и не может возвратиться,
чтобы обнаружить успешное вычисление.



СТРАТЕГИИ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Стратегия обхода в глубину с возвратом чувствительна к
порядку расположения программных утверждений в логических
программах. Результат вычисления запроса может существенно
измениться при перестановке программных утверждений.



ДЕРЕВЬЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Еще раз пример 2.
P : P(nil)←;

P(X.L)← P(L),R(X );

R(a)←;

R(c)←;

?P(X.Y )t



ДЕРЕВЬЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Еще раз пример 2.
P : P(nil)←;

P(X.L)← P(L),R(X );

R(a)←;

R(c)←;

?P(X.Y )t
??P(Y ),R(X )

(2), {X1/X , L1/Y }t



ДЕРЕВЬЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Еще раз пример 2.
P : P(nil)←;

P(X.L)← P(L),R(X );

R(a)←;

R(c)←;

?P(X.Y )t
??P(Y ),R(X )

(2), {X1/X , L1/Y }t��
���

���
���

���
��?R(X )

(1), {Y /nil}

t



ДЕРЕВЬЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Еще раз пример 2.
P : P(nil)←;

P(X.L)← P(L),R(X );

R(a)←;

R(c)←;

?P(X.Y )t
??P(Y ),R(X )

(2), {X1/X , L1/Y }t��
���

���
���

���
��?R(X )

(1), {Y /nil}

t
�

�
�	

?�

(3), {X/a}t



ДЕРЕВЬЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Еще раз пример 2.
P : P(nil)←;

P(X.L)← P(L),R(X );

R(a)←;

R(c)←;

?P(X.Y )t
??P(Y ),R(X )

(2), {X1/X , L1/Y }t��
���

���
���

���
��?R(X )

(1), {Y /nil}

t
�

�
�	

?�

(3), {X/a}t �
���



ДЕРЕВЬЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Еще раз пример 2.
P : P(nil)←;

P(X.L)← P(L),R(X );

R(a)←;

R(c)←;

?P(X.Y )t
??P(Y ),R(X )

(2), {X1/X , L1/Y }t��
���

���
���

���
��?R(X )

(1), {Y /nil}

t
�

�
�	

?�

(3), {X/a}t �
���

?

?�

(4), {X/c}t



ДЕРЕВЬЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Еще раз пример 2.
P : P(nil)←;

P(X.L)← P(L),R(X );

R(a)←;

R(c)←;

?P(X.Y )t
??P(Y ),R(X )

(2), {X1/X , L1/Y }t��
���

���
���

���
��?R(X )

(1), {Y /nil}

t
�

�
�	

?�

(3), {X/a}t �
���

?

?�

(4), {X/c}t6



ДЕРЕВЬЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Еще раз пример 2.
P : P(nil)←;

P(X.L)← P(L),R(X );

R(a)←;

R(c)←;

?P(X.Y )t
??P(Y ),R(X )

(2), {X1/X , L1/Y }t��
���

���
���

���
��?R(X )

(1), {Y /nil}

t
�

�
�	

?�

(3), {X/a}t �
���

?

?�

(4), {X/c}t6
��

���
���

���
����*



ДЕРЕВЬЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Еще раз пример 2.
P : P(nil)←;

P(X.L)← P(L),R(X );

R(a)←;

R(c)←;

?P(X.Y )t
??P(Y ),R(X )

(2), {X1/X , L1/Y }t��
���

���
���

���
��?R(X )

(1), {Y /nil}

t
�

�
�	

?�

(3), {X/a}t �
���

?

?�

(4), {X/c}t6
��

���
���

���
����*

??P(L2),R(X2),R(X )

(2), {Y /X2.L2}t



ДЕРЕВЬЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Еще раз пример 2.
P : P(nil)←;

P(X.L)← P(L),R(X );

R(a)←;

R(c)←;

?P(X.Y )t
??P(Y ),R(X )

(2), {X1/X , L1/Y }t��
���

���
���

���
��?R(X )

(1), {Y /nil}

t
�

�
�	

?�

(3), {X/a}t �
���

?

?�

(4), {X/c}t6
��

���
���

���
����*

??P(L2),R(X2),R(X )

(2), {Y /X2.L2}t
�

�
�	?R(X2),R(X )

(1), {L2/nil}t



ДЕРЕВЬЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Еще раз пример 2.
P : P(nil)←;

P(X.L)← P(L),R(X );

R(a)←;

R(c)←;

?P(X.Y )t
??P(Y ),R(X )

(2), {X1/X , L1/Y }t��
���

���
���

���
��?R(X )

(1), {Y /nil}
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(3), {X/a}t �
���

?
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(4), {X/c}t6
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����*

??P(L2),R(X2),R(X )

(2), {Y /X2.L2}t
�

�
�	?R(X2),R(X )

(1), {L2/nil}t
�

�
�	?R(X )

(3), {X2/a}t



ДЕРЕВЬЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Еще раз пример 2.
P : P(nil)←;

P(X.L)← P(L),R(X );

R(a)←;

R(c)←;

?P(X.Y )t
??P(Y ),R(X )

(2), {X1/X , L1/Y }t��
���

���
���

���
��?R(X )

(1), {Y /nil}
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�
�	

?�

(3), {X/a}t �
���

?

?�
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���
����*

??P(L2),R(X2),R(X )

(2), {Y /X2.L2}t
�

�
�	?R(X2),R(X )

(1), {L2/nil}t
�

�
�	?R(X )

(3), {X2/a}t
�

�
�	

?�

(3), {X/a}t



ДЕРЕВЬЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Еще раз пример 2.
P : P(nil)←;

P(X.L)← P(L),R(X );

R(a)←;

R(c)←;

?P(X.Y )t
??P(Y ),R(X )

(2), {X1/X , L1/Y }t��
���

���
���

���
��?R(X )

(1), {Y /nil}
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�

�
�	
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(3), {X/a}t �
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?
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(4), {X/c}t6
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����*

??P(L2),R(X2),R(X )

(2), {Y /X2.L2}t
�

�
�	?R(X2),R(X )

(1), {L2/nil}t
�

�
�	?R(X )

(3), {X2/a}t
�

�
�	

?�

(3), {X/a}t����

И Т. Д.



СТРАТЕГИИ ВЫЧИСЛЕНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ
ПРОГРАММ

Поскольку соображения эффективности превалируют над
требованиями вычислительной полноты, в качестве
стандартной стратегии вычисления логических программ
была выбрана стратегия обхода в глубину с возвратом.

Программист должен сам позаботиться о надлежащем порядке
расположения программных утверждений, чтобы стандартная
стратегия вычисления позволяла отыскать все вычисленные
ответы.



КОНЕЦ ЛЕКЦИИ 14.



Основы
математической

логики и логического
программирования

ЛЕКТОР: В.А. Захаров



Лекция 15.

Алгоритмическая полнота
логических программ.

Моделирование машин Тьюринга
логическим программами.

Теорема Черча.



АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ ПОЛНОТА

Вопросы:

А что могут вычислять
хорновские логические

программы?

Какие задачи можно решать с их
помощью, а какие нельзя?



АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ ПОЛНОТА

Есть много разных моделей вычислений. Одни из них проводят
вычисления над строками (словами), другие — над графами,
третьи — над молекулами ДНК, и т. п. Как сравнить их
вычислительные способности?

Структуры данных, над которыми работают эти модели,
позволяют кодировать натуральные числа. Поэтому чтобы
сравнить вычислительные способности алгоритмических
моделей, достаточно выяснить, какие функции натурального
аргумента способны вычислять эти модели.

Исследования показали, что все известные алгоритмические
модели способны вычислять только частично-рекурсивные
функции натурального аргумента. Это открытие дало
основание многим математикам (Тьюринг, Черч, Клини,
Гедель, Марков, и др.) выдвинуть следующий тезис.



АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ ПОЛНОТА
Тезис Черча

Класс эффективно (алгоритмически) вычислимых
арифметических функций в точности совпадает с классом
арифметических функций, вычислимых в каждой из
перечисленных ниже моделей вычислений

I машины Тьюринга—Поста,
I λ-исчисление Черча—Клини,
I системы равенств Эрбрана—Геделя,
I алгорифмы Маркова,
I системы Колмогорова—Шенхаге,
I машины Минского,
I ...

Модели вычислений такого вида называются алгоритмически
полными . Найдется ли место в этом ряду для хорновских
логических программ?



АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ ПОЛНОТА

Для того чтобы убедиться в алгоритмической полноте
хорновских логических программ, достаточно взять любую из
перечисленных алгоритмически полных моделей вычислений
(например, машины Тьюринга) и показать, что для любой
программы Π в выбранной модели найдется подходящая
логическая программа PΠ, воспроизводящая (моделирующая)
вычисления программы Π.

Итак, вспомним, как устроены машины Тьюринга, и попробуем
построить логическую программу-интерпретатор машин
Тьюринга.



АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ ПОЛНОТА

Машины Тьюринга

0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0

�
���
��q1Программа

?

-

Команды:

увидев "1", стереть его, записать "0"и сдвинуться вправо



АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ ПОЛНОТА

Машины Тьюринга

0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0

�
���
��q2Программа

?

-

Команды:



АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ ПОЛНОТА

Машины Тьюринга

0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0

�
���
��q2Программа

?

-

Команды:

увидев "0", стереть его, записать "1"и сдвинуться влево



АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ ПОЛНОТА

Машины Тьюринга

0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0

�
���
��q3Программа

?

-

Команды:



АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ ПОЛНОТА

Машины Тьюринга

Более строго модель вычислений машин Тьюринга
описывается так.

Задан ленточный алфавит A = {a0, a1, a2, . . . , an},
в котором особо выделен одна из букв a0 (пустой символ ).

Ленточным словом назывется всякое слово в алфавите A.
Множество всех ленточных слов обозначим A∗. Для каждого
слова w = z1z2 . . . zn−1zn будем использовать запись w−1 для
обозначения обратного слова znzn−1 . . . z2z1.

Задан алфавит состояний Q = {q0, q1, q2, . . . , qm},
в котором особо выделено одно из состояний q0 (начальное
состояние ).



АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ ПОЛНОТА
Машины Тьюринга

Ленточной конфигурацией называется всякое слово вида
w ′ q x w ′′, где

I q — состояние, q ∈ Q,
I x — ленточная буква, x ∈ A,
I w ′, w ′′ — ленточные слова, w ′,w ′′ ∈ A∗.

I q — это то состояние, в котором находится МТ,
I x — это буква, которая записана в той ячейке ленты,

которую обозревает считывающая головка МТ,
I w ′ — это ленточное слово, составленное из символов,

записанных слева от обозреваемой ячейки,
I w ′′ — это ленточное слово, составленное из символов,

записанных справа от обозреваемой ячейки.

По умолчанию считается, что во всех остальных ячейках ленты
записаны пустые символы.



АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ ПОЛНОТА

Машины Тьюринга

0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0

�
���
��q1

Ленточная конфигурация: 0111q11011110



АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ ПОЛНОТА

Машины Тьюринга

Ленточная конфигурация вида u q0 x v называется начальной
конфигурацией .

Множество всех конфигураций обозначим ConfA,Q .

Множество всех начальных конфигураций обозначим Conf 0
A,Q .



АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ ПОЛНОТА

Машины Тьюринга

Командой называется всякая пятерка вида
q x y q′ D, где

I q, q′ — состояния, q, q′ ∈ Q,
I x , y — ленточные буквы, x , y ∈ A,
I D — направление сдвига головки, D ∈ {L,R}.

Эту команду нужно понимать так:
если МТ находится в состянии q и обозревает символ x , то
записать в обозреваемую ячейку символ y , перейти в состояние
q′ и сдвинуть считывающую головку на одну ячейку в
направлении D.



АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ ПОЛНОТА

Машины Тьюринга

Каждая команда K задает отношение перехода →K на
множестве ленточных конфигураций

α →K β

Оно определяется так:

I если α = uzqxv и K = qxyq′L, то β = uq′zyv ,
I если α = qxv и K = qxyq′L, то β = q′a0yv ,
I если α = uqxzv и K = qxyq′R, то β = uyq′zv ,
I если α = uqx и K = qxyq′R , то β = uyq′a0.



АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ ПОЛНОТА

Машины Тьюринга

Программа машины Тьюринга — это произвольное множество
команд π = {K1,K2, . . . ,KN}. Программа π называется
детерминированной , если для любых двух команд этой
программы
Ki = qixyq

′
iDi ,

Kj = qjztq
′
jDj ,

выполняется хотя бы одно из двух условий qi 6= qj , x 6= z .

Программа π задает отношение переходов на множестве
ленточных конфигураций →π=

⋃
K∈π

→K .

Конфигурация α называется заключительной для программы
π, если не существует никакой конфигурации β, для которых
выполняется α→π β. Это означает, что α = u q x v , и в
программе π нет ни одной команды K = qx ....



АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ ПОЛНОТА
Машины Тьюринга

Вычислением машины Тьюринга с программой π на начальной
конфигурации α0, α0 ∈ Conf 0 называется последовательность
конфигураций

π(α0) = α0, α1, α2, . . . , αi , αi+1, . . .

удовлетворяющая следующим условиям:

I для любого i , i ≥ 0, верно αi →π αi+1;
I последовательность π(α0) либо является бесконечной,

либо заканчивается заключительной конфигурацией αN .

В последнем случае αN называется результатом вычисления .
Результат бесконечного вычисления считается неопределенным.
Ясно, что вычисление π(α0) детерминированной машины
Тьюринга однозначно определяется начальной конфигурацией
α0 и программой π.



МОДЕЛИРОВАНИЕ МАШИН ТЬЮРИНГА
ЛОГИЧЕСКИМИ ПРОГРАММАМИ

Чтобы логические программы могли моделировать вычисления
машин Тьюринга, нужно выбрать подходящие логические
конструкции для представления конфигураций и команд.

Ленточные слова будем представлять списками:
слово w = z1z2 . . . zn будет представлено списком
list(w) = z1.z2. . . ..zn.nil.

Каждая ленточная конфигурация α = u q z v будет
представлена парой списков left(α), right(α), где
left(α) = list(u−1),
right(α) = q.z.list(v).

Например,
left(0111q11011110) = 1.1.1.0.nil,
right(0111q11011110) = q1.1.0.1.1.1.1.0.nil.



МОДЕЛИРОВАНИЕ МАШИН ТЬЮРИНГА
ЛОГИЧЕСКИМИ ПРОГРАММАМИ

Каждой команде K = q b c q′ L сопоставим пару программных
утверждений D1(K ), D2(K ):

D1(K ) : P(Z.X , q.b.Y ,X ′,Y ′) ← P(X , q′.Z.c.Y ,X ′,Y ′);
D1(K ) : P(nil, q.b.Y ,X ′,Y ′) ← P(nil, q′.a0.c.Y ,X ′,Y ′);

Каждой команде K = q b c q′ R сопоставим пару программных
утверждений D1(K ), D2(K ):

D1(K ) : P(X , q.b.Z.Y ,X ′,Y ′) ← P(c.X , q′.Z.Y ,X ′,Y ′);
D1(K ) : P(X , q.b.nil,X ′,Y ′) ← P(c.X , q′.a0.nil,X ′,Y ′);



МОДЕЛИРОВАНИЕ МАШИН ТЬЮРИНГА
ЛОГИЧЕСКИМИ ПРОГРАММАМИ

Кроме того, для каждой пары q, z , где q ∈ Q, z ∈ A, введем
факт Dq,z :

Dq,z : P(X , q.z.Y ,X , q.z.Y ) ←;

Теперь для каждой машины Тьюринга π = {K1,K2, . . . ,KN}
выделим множество Tπ всех пар qx , которые не являются
началами ни одной из команд программы π...

и построим хорновскую логическую программу

Pπ = {D1(K ),D2(K ) : K ∈ π} ∪
⋃

(qx∈Tπ)

Dqx .

Можно надеяться, что логическая программа Pπ

воспроизводит все вычисления машины Тьюринга π.



МОДЕЛИРОВАНИЕ МАШИН ТЬЮРИНГА
ЛОГИЧЕСКИМИ ПРОГРАММАМИ

Пример

Пусть A = {0, 1} и пусть π = {K1,K2,K3}, где
K1 = q0 0 1 q1 R,
K2 = q1 0 1 q0 L,
K3 = q1 1 1 q1 R.

Машина Тьюринга c программой π транслируется в
логическую программу Pπ.



МОДЕЛИРОВАНИЕ МАШИН ТЬЮРИНГА
ЛОГИЧЕСКИМИ ПРОГРАММАМИ

Пример

Логическая программа Pπ:

P(X , q0.0.Z.Y ,X ′,Y ′) ← P(1.X , q1.Z.Y ,X ′,Y ′);
P(X , q0.0.nil,X ′,Y ′) ← P(1.X , q1.0.nil,X ′,Y ′);

P(Z.X , q1.0.Y ,X ′,Y ′) ← P(X , q0.Z.1.Y ,X ′,Y ′);
P(nil, q1.0.Y ,X ′,Y ′) ← P(nil, q0.0.1.Y ,X ′,Y ′);

P(X , q1.1.Z.Y ,X ′,Y ′) ← P(1.X , q1.Z.Y ,X ′,Y ′);
P(X , q1.1.nil,X ′,Y ′) ← P(1.X , q1.0.nil,X ′,Y ′);

P(X , q0.1.Z ,X , q0.1.Z ) ← ;



МОДЕЛИРОВАНИЕ МАШИН ТЬЮРИНГА
ЛОГИЧЕСКИМИ ПРОГРАММАМИ

Лемма 1
Для любой пары ленточных конфигураций α, β ∈ Conf и
команды K отношение перехода α→K β выполняется тогда и
только тогда, когда запрос
Gα : ?P(left(α), right(α),X ,Y )
и одно из программных утверждений D1(K ), D2(K )
имеют SLD-резольвенту Gβ :?P(left(β), right(β),X ,Y ).

Доказательство

Самостоятельно.



МОДЕЛИРОВАНИЕ МАШИН ТЬЮРИНГА
ЛОГИЧЕСКИМИ ПРОГРАММАМИ

Лемма 2
Ленточная конфигурация α ∈ Conf является заключительной
для машины Тьюринга π тогда и только тогда, когда запрос
Gα : ?P(left(α), right(α),X ,Y )
и одно из программных утверждений множества

⋃
(qx∈Tπ)

Dqx

имеют пустой дизъюнкт � в качестве SLD-резольвенты.

Доказательство

Самостоятельно.



МОДЕЛИРОВАНИЕ МАШИН ТЬЮРИНГА
ЛОГИЧЕСКИМИ ПРОГРАММАМИ

Теорема (о моделировании МТ логическими
программами)

Каковы бы ни были машина Тьюринга π и начальная
конфигурация α0, вычисление
α0 →π α1 →π α2 →π · · · →π αN

завершается заключительной конфигурацией αN тогда и
только тогда, когда запрос
Gα0 : ?R(left(α0), right(α0),X ,Y )

к хорновской логической программе Pπ имеет успешное
вычисление с вычисленным ответом
θ = {X/left(αN), Y /right(αN)}.

Доказательство

Следует из лемм 1 и 2. �



МОДЕЛИРОВАНИЕ МАШИН ТЬЮРИНГА
ЛОГИЧЕСКИМИ ПРОГРАММАМИ

Таким образом, хорновские логические программы обладают
не меньшими вычислительными воможностями, чем машины
Тьюринга. Значит, логическое программирование — это
универсальная модель вычислений, позволяющая вычислять
все эффективно вычислимые функции.

Но это также означает, что логическому программированию
присущи все те трудности анализа поведения программ,
которые присущи и другим универсальным моделям
вычислений. Речь идет об алгоритмически неразрешмых
задачах.

Например, интересен вопрос о том, можно ли по заданному
запросу G к логической программе P выяснить, имеет ли этот
запрос хотя бы одно успешное вычисление. Тогда не пришлось
бесполезно тратить время на построение дерева
SLD-резолютивных вычислений.



ТЕОРЕМА ЧЕРЧА

Теорема Тьюринга об алгоритмической
неразрешимости проблемы останова
Проблема останова машин Тьюринга алгоритмически
неразрешима, т. е. не существует алгоритма (машины
Тьюринга), способного вычислить следующую функцию

F (x , y) =


1, если x — это начальная ленточная конфигурация,

если y — это список команд МТ π,
и вычисление π(x) конечно;

0 в противном случае.

Доказательство

Известно каждому первокурснику. �



ТЕОРЕМА ЧЕРЧА

Из теоремы о моделировании машин Тьюринга логическими
программами и теоремы об алгоритмической неразрешимости
проблемы останова машин Тьюринга получаем несколько
важных следствий

Следствие 1.

Не существует алгоритма, способного определить по заданному
запросу G к хорновской логической программе P,

I является ли дерево SLD-резолютивных вычислений
запроса G конечным;

I содержит ли дерево SLD-резолютивных вычислений
запроса G хотя бы одно успешное вычисление;

I является ли заданная подстановка θ вычисленным ответом
на запрос G .



ТЕОРЕМА ЧЕРЧА

Следствие 2 (Теорема Черча).

Не существует алгоритма, способного определить по
заданной замкнутой формуле логики предикатов ϕ,
является ли эта формула общезначимой, т. е. проблема
общезначимости "|= ϕ ?"алгоритмически неразрешима.

Доказательство

Пусть G : ?C1, . . . ,Cm произвольный запрос к произвольной
логической программе P = {D1, . . . ,DN}.
Тогда...



ТЕОРЕМА ЧЕРЧА

Доказательство

Запрос G к программе P имеет хотя бы одно успешное
SLD-резолютивное вычисление

⇐⇒ (теоремы корректности и полноты)

Запрос G к программе P имеет хоть один правильный ответ θ

⇐⇒ (определение правильного ответа)

{D1, . . . ,DN} |= ∀z1 . . .∀zk(C1& . . .&Cm)θ

⇐⇒ (теорема о логическом следовании)

|= D1& . . .&DN}∀z1 . . .∀zk(C1& . . .&Cm)θ.
�



ТЕОРЕМА ЧЕРЧА

Теорема Черча об алгоритмической неразрешимости проблемы
общезначимости показывает, что ни одна система
автоматического доказательства теорем не может
гарантировать решение следующих вопросов для произвольных
формул:

I является ли заданная формула ϕ общезначимой?
I является ли заданная формула ϕ выполнимой?
I является ли заданная формула ϕ логическим следствием

заданного множества формул Γ?



КОНЕЦ ЛЕКЦИИ 15.



Основы
математической

логики и логического
программирования

ЛЕКТОР: В.А. Захаров



Лекция 16.

Управление вычислениями
логических программ.
Оператор отсечения.



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ

Вопросы:

А как организовано вычисление
логических программ на

компьютере?

Как устроен интерпретатор
логических программ?



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ

Простейший способ организации работы логических программ
на основе стандартной стратегии обхода дерева
SLD-резолютивных вычислений в глубину с возвратом — это
работа со стеком (или магазином ).
В каждом элементе Sn стека содержится следующая
информация:

I Текущее целевое утверждение (запрос) Gn;
I Композиция всех ранее вычисленных унификаторов

ηn = (θ1 . . . θn)|целев.перем;
I Счетчик использованных программных утверждений

countn;
I Специальные пометки (о некоторых из них будет

рассказано далее).



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Унификация

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

SLD-резолюция

НОУ = {X1/U,Y1/V }

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 2



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Унификация

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

SLD-резолюция

НОУ = {U/b}

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 2



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 3



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Унификация

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

SLD-резолюция

НОУ = {V /c}

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4

?R(b)

η = {U/b,V /c}; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4

?R(b)

η = {U/b,V /c}; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4

?R(b)

η = {U/b,V /c}; count = 2



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Унификация

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4

?R(b)

η = {U/b,V /c}; count = 3



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

SLD-резолюция

НОУ = ε

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4

?R(b)

η = {U/b,V /c}; count = 3

�

η = {U/b,V /c}



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Успех: η = {U/b,V /c}

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4

?R(b)

η = {U/b,V /c}; count = 3

�

η = {U/b,V /c}



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Откат

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4

?R(b)

η = {U/b,V /c}; count = 3



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4

?R(b)

η = {U/b,V /c}; count = 4



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Откат

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Откат

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1

?R(U),Q(V ),R(U)

η = ε; count = 4



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Откат

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Унификация

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 2



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

SLD-резолюция

НОУ = {U/X1,V /X1}

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 2

?Q(X1),R(X1)

η={U/X1,V /X1};count =1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 2

?Q(X1),R(X1)

η={U/X1,V /X1};count =1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 2

?Q(X1),R(X1)

η={U/X1,V /X1};count =2



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 2

?Q(X1),R(X1)

η={U/X1,V /X1};count =3



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Унификация

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 2

?Q(X1),R(X1)

η={U/X1,V /X1};count =4



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

SLD-резолюция

НОУ = {X1/c}

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 2

?Q(X1),R(X1)

η={U/X1,V /X1};count =4

?R(c)

η = {U/c ,V /c}; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 2

?Q(X1),R(X1)

η={U/X1,V /X1};count =4

?R(c)

η = {U/c ,V /c}; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 2

?Q(X1),R(X1)

η={U/X1,V /X1};count =4

?R(c)

η = {U/c ,V /c}; count = 2



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 2

?Q(X1),R(X1)

η={U/X1,V /X1};count =4

?R(c)

η = {U/c ,V /c}; count = 3



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 2

?Q(X1),R(X1)

η={U/X1,V /X1};count =4

?R(c)

η = {U/c ,V /c}; count = 4



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Откат

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 2

?Q(X1),R(X1)

η={U/X1,V /X1};count =4



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Откат

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 2



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 3



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 4



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример стекового вычисления логических
программ

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)

Протокол:

Конец вычислений



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ

Д. Уоррен предложил более эффективную схему реализации
интерпретаторов логических программ (Warren Abstract
Machine), в которой вместо единого стека используется
несколько стеков, перераспределяющих данные вычисления
наиболее оптимальным способом. Эта схема положена в основу
всех современных компиляторов логических программ.
А как программист может управлять вычислением логической
программы?
Есть два основных способа управления:

I Выбирать правильный порядок расположения атомов в
телах процедур (по принципу: вначале решать простые
задачи, а потом сложные).

I Выбирать правильный порядок расположения
программных утверждений (по принципу: вначале
предлагать простые способы решения, а потом сложные).



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ

Пример

Рассмотрим две программы поиска маршрута в
ориентированном графе.

P1 : Path((X.Z.nil).U,X ,Y )← Path(U,Z ,Y ),Arc(X.Z.nil);
Path(nil ,X ,X )←;

P2 : Path(nil ,X ,X )←;
Path((X.Z.nil).U,X ,Y )← Arc(X.Z.nil),Path(U,Z ,Y );

За счет правильного упорядочения атомов и программных
утверждений программа P2 проводит вычисление маршрута
более эффективно чем программа P1. На самом деле, обе
программы несовершенны, поскольку обе могут зациклиться
даже в случае простых графов. (Привести пример. )



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ

Но иногда и этих средств управления вычислением программ
недостаточно для эффективного решения задачи.

Предположим, что нам нужно написать программу, которая
проверяет, верно ли, что заданная буква содержится в
заданном слове (например, буква a в слове abaa).

Можно предложить вот такую программу:

G : ?Elem(a, a.b.a.a.nil)

P : Elem(X ,X.Y )←;
Elem(X ,Z.Y )← Elem(X ,Y );

Тогда вычисления будут развиваться так.



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ

P : Elem(X ,X.Y )←;
Elem(X ,Z.Y )← Elem(X ,Y );

t?Elem(a, a.b.a.a.nil)



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ

P : Elem(X ,X.Y )←;
Elem(X ,Z.Y )← Elem(X ,Y );

t?Elem(a, a.b.a.a.nil)

�
�

�
�	t

�



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ

P : Elem(X ,X.Y )←;
Elem(X ,Z.Y )← Elem(X ,Y );

t?Elem(a, a.b.a.a.nil)

�
�

�
�	t

�

Ответ: YES



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ

P : Elem(X ,X.Y )←;
Elem(X ,Z.Y )← Elem(X ,Y );

t?Elem(a, a.b.a.a.nil)

�
�

�
�	t

�

�
�

���



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ

P : Elem(X ,X.Y )←;
Elem(X ,Z.Y )← Elem(X ,Y );

t?Elem(a, a.b.a.a.nil)

�
�

�
�	t

�

�
�

���

?t?Elem(a, b.a.a.nil)



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ

P : Elem(X ,X.Y )←;
Elem(X ,Z.Y )← Elem(X ,Y );

t?Elem(a, a.b.a.a.nil)

�
�

�
�	t

�

�
�

���

?t?Elem(a, b.a.a.nil)

?t?Elem(a, a.a.nil)



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ

P : Elem(X ,X.Y )←;
Elem(X ,Z.Y )← Elem(X ,Y );

t?Elem(a, a.b.a.a.nil)

�
�

�
�	t

�

�
�

���

?t?Elem(a, b.a.a.nil)

?t?Elem(a, a.a.nil)
�

�
�

�	t
�



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ

P : Elem(X ,X.Y )←;
Elem(X ,Z.Y )← Elem(X ,Y );

t?Elem(a, a.b.a.a.nil)

�
�

�
�	t

�

�
�

���

?t?Elem(a, b.a.a.nil)

?t?Elem(a, a.a.nil)
�

�
�

�	t
�

Ответ: YES



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ

P : Elem(X ,X.Y )←;
Elem(X ,Z.Y )← Elem(X ,Y );

t?Elem(a, a.b.a.a.nil)

�
�

�
�	t

�

�
�

���

?t?Elem(a, b.a.a.nil)

?t?Elem(a, a.a.nil)
�

�
�
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�

�
�
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УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ

P : Elem(X ,X.Y )←;
Elem(X ,Z.Y )← Elem(X ,Y );

t?Elem(a, a.b.a.a.nil)

�
�

�
�	t

�

�
�

���

?t?Elem(a, b.a.a.nil)
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Ответ: YES
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Но зачем нам обходить все дерево,
если для ответа YES достаточно
пройти по одной ветви?
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Хотелось бы иметь способ
обрезать в дереве вычислений
ненужные ветви.
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ОПЕРАТОР ОТСЕЧЕНИЯ

Для этого в языках логического программирования вводится
оператор отсечения (cut ).
Этот оператор предсталяет собой 0-местный предикат !,
оказывающий специальный побочный эффект.

С точки зрения декларативной семантики, предикат ! имеет
постоянное значение true. Для его описания не требуется
никаких программных утверждений (! — встроенный
предикат). Поэтому оператор отсечения может использоваться
в запросах и в телах программных утверждений, не оказывая
при этом никакого влияния на их логический смысл.

Однако операционная семантика оператора ! определяется вне
рамок SLD-резолютивного вывода. Оператор отсечения
предназначен для выделения тех ветвей в дереве
SLD-резолютивных вычислений, которые не должны
проходиться по ходу вычисления запроса.



ОПЕРАТОР ОТСЕЧЕНИЯ
Операционная семантика оператора отсечения ! задается
следующими правилами:

I Если запрос G и программное утверждение
D : A0 ← A1, . . . ,!, . . . ,An порождают SLD-резольвенту
G ′, то в стеке вычислений программы запрос G получает
специальную служебную пометку (∗, индивидуальную для
каждого вхождения оператора !;

I Если в запросе G оператор ! активен, т. е.
G =?!,C1, . . . ,Ck , то в стеке вычислений программы
запрос G получает специальную служебную пометку ∗),
индивидуальную для каждого вхождения оператора !, и
при этом порождается новый запрос G ′ =?C1, . . . ,Ck ;

I Если по ходу вычисления при откате достигается элемент
стека вычислений программы, помеченный ∗), то из стека
удаляются все элементы, расположенные между
элементами, помеченными (∗ и ∗) (включая и сами эти
элементы).



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Унификация

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

SLD-резолюция

Появление оператора !

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 2



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Унификация

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

SLD-резолюция

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Активизация оператора !
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η = ε; count = 1
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?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 2



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 3



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Унификация

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

SLD-резолюция

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4

?R(b)

η = {U/b,V /c}; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4

?R(b)

η = {U/b,V /c}; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4

?R(b)

η = {U/b,V /c}; count = 2



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Унификация

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4

?R(b)

η = {U/b,V /c}; count = 3



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

SLD-резолюция

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4

?R(b)

η = {U/b,V /c}; count = 3

�
η = {U/b,V /c};



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Успех: η = {U/b,V /c}

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4

?R(b)

η = {U/b,V /c}; count = 3

�
η = {U/b,V /c};



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Откат

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4

?R(b)

η = {U/b,V /c}; count = 3



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4

?R(b)

η = {U/b,V /c}; count = 4



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 3

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4

?R(b)

η = {U/b,V /c}; count = 5



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Откат

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 4

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 4



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Унификация

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 4

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 5



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

SLD-резолюция

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 4

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 5

?R(b)

η = {U/b,V /b}; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 4

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 5

?R(b)

η = {U/b,V /b}; count = 1



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 4

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 5

?R(b)

η = {U/b,V /b}; count = 2



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Унификация

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 4

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 5

?R(b)

η = {U/b,V /b}; count = 3



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

SLD-резолюция

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 4

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 5

?R(b)

η = {U/b,V /b}; count = 3

�
η = {U/b,V /b};



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Успех: η = {U/b,V /b}

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 4

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 5

?R(b)

η = {U/b,V /b}; count = 3

�
η = {U/b,V /b};



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Откат

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 4

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 5

?R(b)

η = {U/b,V /b}; count = 3



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 4

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 5

?R(b)

η = {U/b,V /b}; count = 4



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Нет унификатора

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 4

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 5

?R(b)

η = {U/b,V /b}; count = 5



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Откат

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 4

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)

?Q(V ),R(b)

η = {U/b}; count = 5



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Откат

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 4

?!,Q(V ),R(b)
η = {U/b};

*)



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Срабатывание оператора !

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*

?R(U),!,Q(V ),R(U)

η = ε; count = 4



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Срабатывание оператора !

?P(U,V ),R(U)

η = ε; count = 1
(*



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Срабатывание оператора !



УПРАВЛЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ
Пример вычисления логических программ с
оператором отсечения

Запрос: ?P(U,V ),R(U)

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

Протокол:

Конец вычислений



Дерево SLD-резолютивных вычислений

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

t?P(U,V ),R(U)



Дерево SLD-резолютивных вычислений

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

t?P(U,V ),R(U)∗

?t?R(U),!,Q(V ),R(U)



Дерево SLD-резолютивных вычислений

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

t?P(U,V ),R(U)∗

?t?R(U),!,Q(V ),R(U)

?t?!,Q(V ),R(b)



Дерево SLD-резолютивных вычислений

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

t?P(U,V ),R(U)∗

?t?R(U),!,Q(V ),R(U)

?t?!,Q(V ),R(b)∗

?t?Q(V ),R(b)



Дерево SLD-резолютивных вычислений

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

t?P(U,V ),R(U)∗

?t?R(U),!,Q(V ),R(U)

?t?!,Q(V ),R(b)∗

?t?Q(V ),R(b)

�
�

�
�	t?R(b)



Дерево SLD-резолютивных вычислений

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

t?P(U,V ),R(U)∗

?t?R(U),!,Q(V ),R(U)

?t?!,Q(V ),R(b)∗

?t?Q(V ),R(b)

�
�

�
�	t?R(b)

?t
�



Дерево SLD-резолютивных вычислений

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

t?P(U,V ),R(U)∗

?t?R(U),!,Q(V ),R(U)

?t?!,Q(V ),R(b)∗

?t?Q(V ),R(b)

�
�

�
�	t?R(b)

?t
�

6



Дерево SLD-резолютивных вычислений

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

t?P(U,V ),R(U)∗

?t?R(U),!,Q(V ),R(U)

?t?!,Q(V ),R(b)∗

?t?Q(V ),R(b)

�
�

�
�	t?R(b)

?t
�

6

�
�

���



Дерево SLD-резолютивных вычислений

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

t?P(U,V ),R(U)∗

?t?R(U),!,Q(V ),R(U)

?t?!,Q(V ),R(b)∗

?t?Q(V ),R(b)

�
�

�
�	t?R(b)

?t
�

6

�
�

���
@

@
@

@Rt?R(b)



Дерево SLD-резолютивных вычислений

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

t?P(U,V ),R(U)∗

?t?R(U),!,Q(V ),R(U)

?t?!,Q(V ),R(b)∗

?t?Q(V ),R(b)

�
�

�
�	t?R(b)

?t
�

6

�
�

���
@

@
@

@Rt?R(b)

?t
�



Дерево SLD-резолютивных вычислений

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

t?P(U,V ),R(U)∗

?t?R(U),!,Q(V ),R(U)

?t?!,Q(V ),R(b)∗

?t?Q(V ),R(b)

�
�

�
�	t?R(b)

?t
�

6

�
�

���
@

@
@

@Rt?R(b)

?t
�

6



Дерево SLD-резолютивных вычислений

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

t?P(U,V ),R(U)∗

?t?R(U),!,Q(V ),R(U)

?t?!,Q(V ),R(b)∗

?t?Q(V ),R(b)

�
�

�
�	t?R(b)

?t
�

6

�
�

���
@

@
@

@Rt?R(b)

?t
�

6

@
@

@@I



Дерево SLD-резолютивных вычислений

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

t?P(U,V ),R(U)∗

?t?R(U),!,Q(V ),R(U)

?t?!,Q(V ),R(b)∗

?t?Q(V ),R(b)

�
�

�
�	t?R(b)

?t
�

6

�
�

���
@

@
@

@Rt?R(b)

?t
�

6

@
@

@@I

6



Дерево SLD-резолютивных вычислений

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

t?P(U,V ),R(U)∗

?t?R(U),!,Q(V ),R(U)

?t?!,Q(V ),R(b)∗

?t?Q(V ),R(b)

�
�

�
�	t?R(b)

?t
�

6

�
�

���
@

@
@

@Rt?R(b)

?t
�

6

@
@

@@I

6

�

Сработал оператор отсечения.

Построение дерева

вычислений завершено.



Дерево SLD-резолютивных вычислений

Программа P:

P(X ,Y )← R(X ),!,Q(Y ); (1)
P(X ,X )← Q(X ); (2)
R(b)←; (3)
Q(c)←; (4)
Q(b)←; (5)

t?P(U,V ),R(U)∗

?t?R(U),!,Q(V ),R(U)

?t?!,Q(V ),R(b)∗

?t?Q(V ),R(b)

�
�

�
�	t?R(b)

?t
�

6

�
�

���
@

@
@

@Rt?R(b)

?t
�

6

@
@

@@I

6

�

Сработал оператор отсечения.

Построение дерева

вычислений завершено.

При этом часть ветвей

была отсечена.

@
@R t?Q(U),R(U)



ОПЕРАТОР ОТСЕЧЕНИЯ

Программное утверждение

A0 ← A1, . . . ,Ak ,!,Ak+1, . . . ,An;

содержащее оператор отсечения можно прочитывать двояко:

I Чтобы решить задачу A0 нужно найти только первое
решение задач A1, . . . ,Ak и далее решать задачи
Ak+1, . . . ,An. Если решение задач A1, . . . ,Ak найти не
удается, то воспользоваться альтернативными
процедурами решения задачи A0.

I Чтобы решить задачу A0 нужно проверить условия
A1, . . . ,Ak . Если эти условия выполнены, то приступить к
решению задач Ak+1, . . . ,An и не обращаться к другим
вариантам решения задачи A0. Если же эти условия не
выполнены, то обратиться к альтернативным способам
решения задачи A0.



ОПЕРАТОР ОТСЕЧЕНИЯ

Таким образом, оператор отсечения позволяет удобно
использовать в логическом программировании стандартные
конструкции императивного программирования.

I Ветвление. S0: if P then S1 else S2 fi

Pif−then−else : S0 ← P,!,S1;
S0 ← S2;

I Итерация. S0: while P do S1 od

Pwhile−do : S0 ← P,!,S1,S0;
S0 ←;



ОПЕРАТОР ОТСЕЧЕНИЯ

С введением в логические программы оператора отсечения
теорема полноты операцинной семантики относительно
декларативной семантики перестают быть справедливыми.



ОПЕРАТОР ОТСЕЧЕНИЯ

Программы P1 и P2 вычисления гласных букв

P1 P2

Elem_Vow(X , X.Y )← Vowel(X ); Elem_Vow(X , X.Y )← Vowel(X ),!;
Elem_Vow(X , Z.Y )← Elem_Vow(X , Y ); ElemV ow(X , Z.Y )← Elem_Vow(X , Y );
Vowel(a)←; Vowel(a)←;
Vowel(e)←; Vowel(e)←;
Vowel(i)←; Vowel(i)←;
Vowel(o)←; Vowel(o)←;
Vowel(u)←; Vowel(u)←;
Vowel(y)←; Vowel(y)←;

равносильны в декларативной семантике , и запрос

G :?Elem_Vow(X , o.n.e.nil)

для обеих программ имеет два правильных ответа θ1 = {X/o}
и θ2 = {X/e}.



ОПЕРАТОР ОТСЕЧЕНИЯ

Программы P1 и P2 вычисления гласных букв

P1 P2

Elem_Vow(X , X.Y )← Vowel(X ); Elem_Vow(X , X.Y )← Vowel(X ),!;
Elem_Vow(X , Z.Y )← Elem_Vow(X , Y ); ElemV ow(X , Z.Y )← Elem_Vow(X , Y );
Vowel(a)←; Vowel(a)←;
Vowel(e)←; Vowel(e)←;
Vowel(i)←; Vowel(i)←;
Vowel(o)←; Vowel(o)←;
Vowel(u)←; Vowel(u)←;
Vowel(y)←; Vowel(y)←;

но неравносильны в операционной семантике : запрос

G :?Elem_Vow(X , o.n.e.nil)

к P1 вычисляет θ1 = {X/o} и θ2 = {X/e},
а тот же запрос к P2 вычисляет только θ1 = {X/o}.



ОПЕРАТОР ОТСЕЧЕНИЯ

С введением в логические программы оператора отсечения
теорема полноты операцинной семантики относительно
декларативной семантики перестает быть справедливыми.

Поэтому оператором отсечения ! нужно пользоваться очень
осторожно.

А что еще полезного и удобного
можно встроить в логические программы?



КОНЕЦ ЛЕКЦИИ 16.



Основы
математической

логики и логического
программирования

ЛЕКТОР: В.А. Захаров



Лекция 17.

Отрицание в логическом
программировании.

Оператор not.
Встроенные предикаты и

функции.
Оператор вычисления значений.

Модификация баз данных.



ОТРИЦАНИЕ В ЛОГИЧЕСКОМ
ПРОГРАММИРОВАНИИ

Отрицание ¬ — это очень полезная логическая связка. Часто
мы обращаемся с вопросами, используя отрицание.

Пример

P : птица(орел)←;
птица(воробей)←;
птица(пингвин)←;
летает(орел)←;
летает(воробей)←;
летает(самолет)←;

Сформулируем вопрос: какая птица не летает?

G : ? птица(X ),¬летает(X )

Какой ответ мы ожидаем получить на этот запрос?



ОТРИЦАНИЕ В ЛОГИЧЕСКОМ
ПРОГРАММИРОВАНИИ

Пример

С точки зрения декларативной семантики, для получения
ответа на этот запрос нужно выяснить, выполняется ли
логическое следование

P |= ∃X (птица(X )&¬летает(X )),

где P = {птица(орел), птица(воробей), птица(пингвин),
летает(орел), летает(воробей), летает(самолет)}

Оно не выполняется, т. к.

BP |= P, BP 6|= ∃X (птица(X )&¬летает(X )).

Значит, ответ на этот запрос должен быть отрицательным:
такой птицы нет .



ОТРИЦАНИЕ В ЛОГИЧЕСКОМ
ПРОГРАММИРОВАНИИ

Пример

Однако в обыденной жизни мы в таких случаях даем совсем
другой ответ.

Обнаружив, что в нашей базе знаний P
есть сведение птица(пингвин) и
нет никаких сведений о том, что летает(пингвин),
мы отвечаем:
«Насколько позволяет судить наша база знаний, нелетающая
птица — это пингвин».

В юрипруденции такой подход к решению вопроса о виновности
человек называется презумпцией невиновности :

в случае отсутствия свидетельств виновности
человек считается невиновным.



ОТРИЦАНИЕ В ЛОГИЧЕСКОМ
ПРОГРАММИРОВАНИИ

Мы можем распространить принцип презумпции невиновности
и на логические программы.

Допущение Замкнутости Мира

Пусть имеется некоторое непротиворечивое множество
замкнутых формул Γ (например, хорновская логическая
программа) и замкнутая формула ϕ (например, запрос или
отдельная подцель).

Тогда формула ¬ϕ является логическим следствием множества
Γ в допущении замкнутости мира

Γ |=CWA ¬ϕ,

если неверно, что ϕ логически следует из Γ, т. е. Γ 6|= ϕ.
Здесь CWA — аббревиатура C losed World A ssumption.



ОТРИЦАНИЕ В ЛОГИЧЕСКОМ
ПРОГРАММИРОВАНИИ

Суть Допущения Замкнутости Мира (CWA) состоит в том, что
при извлечении CWA-логических следствий из базы знаний Γ
(|=CWA) нужно рассматривать не все модели для Γ, а только
такую минимальную модель, в которой истинными являются
одни лишь классические следствия (|=) из Γ.

Такая минимальная модель существует, вообще говоря, не
всегда (например, если Γ = {A ∨ B}).

Но в случае хорновских логических программ, минимальной
моделью для программы P является наименьшая эрбрановская
модель MP .



ОТРИЦАНИЕ В ЛОГИЧЕСКОМ
ПРОГРАММИРОВАНИИ

Обратимся к орнитологическому примеру.

Пример

P = {птица(орел), птица(воробей), птица(пингвин),
летает(орел), летает(воробей), летает(самолет)}

ϕ = птица(пингвин) & ¬летает(пингвин)

Тогда
P |=CWA птица(пингвин), поскольку MP |= птица(пингвин),
P |=CWA ¬летает(пингвин), поскольку MP 6|= летает(пингвин).

Значит, P |=CWA птица(пингвин) & ¬летает(пингвин).



ОПЕРАТОР not

Итак, теперь к логическим программам можно обращаться с
запросами, содержащими отрицания подцелей, и
декларативная семантика умеет разумно обращаться с таким
отрицательными подцелями.

Нам остается научить этому обращению компьютер, т. е.
ввести в операционную семантику правила для обработки
отрицательных подцелей.

Однако здесь нас ожидает неприятный сюрприз.



ОПЕРАТОР not

Предположим, что имеется запрос G : ?¬C0 к программе P.

Чтобы получить утвердительный ответ на запрос G (т. е.
доказать, что P |=CWA ¬C0), интерпретатор должен проверить,
что MP 6|= C0.

Для этого интерпретатор должен убедиться, что запрос
G ′ : ?C0 к программе P не имеет ни одного успешного
вычисления.

Но эта задача является алгоритмически неразрешимой
(почему? ).
Да потому, что к ней сводится проблема останова машин
Тьюринга.

Следовательно, никакой интерпретатор логических программ
не может гарантировать получение утвердительного ответа на
запрос G : ?¬C0 даже в том случае, если этот ответ существует.



ОПЕРАТОР not

Алгоритмическая неразрешимость проблемы существования
(отсутствия) успешного вычисления логических программ —
это непреодолимое препятствие на пути создания такой
операционной семантики, которая была бы адекватна
декларативной семантике в рамках Допущения Замкнутости
Мира.

Можно лишь построить такой интерпретатор (операционной
семантики), который как можно лучше соответствует CWA при
обращении с отрицательными подцелями ¬C0.

Для этого в язык логического программирования был введен
специальный (встроенный) оператор not.



ОПЕРАТОР not

Аргументами оператора not являются атомы.

Для вычисления ответов на запрос ? not(C0) вводится правило
SLDNF-резолюции (N ot as F ailure), которое определяется
следующим образом.

Правило SLDNF-резолюции

Пусть имеется запрос G0 : ? not(C0),C1, . . . ,Cn к программе P.
Для вычисления SLDNF-резольвенты G1

1. формируется запрос G ′ : ? C0 к программе P;
2. проводится построение (обход) дерева вычислений T

запроса G ′ : ? C0;
3. в зависимости от устройства дерева T возможен один из

трех исходов.



ОПЕРАТОР not

Правило SLDNF-резолюции

Вариант 1: Успех.

Дерево T конечно, и все его ветви (SLD-резолютивные
вычисления) являются тупиковыми.

Тогда запрос G0 : ? not(C0),C1, . . . ,Cn имеет
SLDNF-резольвенту G1 = ? C1, . . . ,Cn, которая получается с
использованием пустой подстановки ε.

t
?t

G0 : ? not(C0),C1, . . . ,Cn

G1 : ? C1, . . . ,Cn

ε

tG ′ : ? C0

�
�

�
�

@
@

@
@

T

failure

⇒



ОПЕРАТОР not

Операционная семантика оператор not

Вариант 2: Неудача.

При построении (обходе) дерева T было обнаружено
успешное вычисление.

Тогда запрос G0 : ? not(C0),C1, . . . ,Cn не имеет
SLDNF-резольвент, и вычисление этого запроса является
тупиковым .

tG0 : ? not(C0),C1, . . . ,Cn

failure
tG ′ : ? C0

�
�

�
�

@
@

@
@

T

failure @R
�

⇒



ОПЕРАТОР not

Операционная семантика оператор not

Вариант 3: Бесконечное вычисление.

Дерево T бесконечно и при его построении (обходе) не
было обнаружено успешных вычислений.

Тогда запрос G0 : ? not(C0),C1, . . . ,Cn не имеет
SLDNF-резольвент, и вычисление этого запроса является
бесконечным («сингулярная бесконечность»).

tG0 : ? not(C0),C1, . . . ,Cn

∞
tG ′ : ? C0

�
�

�
�

@
@

@
@

T

failure @R∞

⇒



ОПЕРАТОР not

Операционная семантика оператор not

Вариант 3: Бесконечное вычисление.

Дерево T бесконечно и при его построении (обходе) не
было обнаружено успешных вычислений.

Тогда запрос G0 : ? not(C0),C1, . . . ,Cn не имеет
SLDNF-резольвент, и вычисление этого запроса является
бесконечным («сингулярная бесконечность»).

Условие существования бесконечного вычисления запроса
not(C0) описано не вполне строго, поскольку обнаружение
успешного вычисления существенно зависит от стратегии
обхода дерева SLD-резолютивных вычислений. Так, например,
стандартная стратегия обхода в глубину может не обнаружить
существующего успешного вычисления (почему? ).



ОПЕРАТОР not

Теорема (корректности SLDNF-резолюции)

Если запрос G : ? not(C0) к хорновской логической программе
P имеет успешное SLDNF-резолютивное вычисление, то
P |=CWA ¬∃y C0.

Доказательство

Самостоятельно .
А вот обратное утверждение (теорема полноты) для
SLDNF-резолютивного вычисления будет уже неверно.



ОПЕРАТОР not

Пример.

Рассмотрим программу поиска всех тех букв X слова L′,
которые не содержатся в слове L′′.

P : S(X , L′, L′′) ← E (X , L′),not(E (X , L′′));
E (X ,X.L) ← ;
E (X ,Y.L) ← E (X , L);

и обратимся к ней с запросом

G0 : ? S(X , a.b.nil, b.c.nil).



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?E (a, b.c.nil)t



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?E (a, b.c.nil)t
?t

?E (a, c.nil)

(3)



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?E (a, b.c.nil)t
?t

?E (a, c.nil)

(3)

?t
?E (a,nil)

(3)



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?E (a, b.c.nil)t
?t

?E (a, c.nil)

(3)

?t
?E (a,nil)

(3)

failure



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?E (a, b.c.nil)t
?t

?E (a, c.nil)

(3)

?t
?E (a,nil)

(3)

failure

6



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?E (a, b.c.nil)t
?t

?E (a, c.nil)

(3)

?t
?E (a,nil)

(3)

failure

6

6



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3) Успех

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?E (a, b.c.nil)t
?t

?E (a, c.nil)

(3)

?t
?E (a,nil)

(3)

failure

6

6



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?t
�

θ3 = ε

Ответ: {X/a}



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?t
�

θ3 = ε

Ответ: {X/a}

6



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?t
�

θ3 = ε

Ответ: {X/a}

6

�
�

��



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?t
�

θ3 = ε

Ответ: {X/a}

6

�
�

��
@

@
@

@R t
?E (X , b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(3)
θ4 = {X2/X , Y2/a, L2/b.nil}



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?t
�

θ3 = ε

Ответ: {X/a}

6

�
�

��
@

@
@

@R t
?E (X , b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(3)
θ4 = {X2/X , Y2/a, L2/b.nil}

?t
?not(E (b, b.c.nil))

(2) θ5 = {X/b, L3/nil}



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?t
�

θ3 = ε

Ответ: {X/a}

6

�
�

��
@

@
@

@R t
?E (X , b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(3)
θ4 = {X2/X , Y2/a, L2/b.nil}

?t
?not(E (b, b.c.nil))

(2) θ5 = {X/b, L3/nil}

?E (b, b.c.nil)t



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?t
�

θ3 = ε

Ответ: {X/a}

6

�
�

��
@

@
@

@R t
?E (X , b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(3)
θ4 = {X2/X , Y2/a, L2/b.nil}

?t
?not(E (b, b.c.nil))

(2) θ5 = {X/b, L3/nil}

?E (b, b.c.nil)t
?t

�

(2)



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3) Неудача

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?t
�

θ3 = ε

Ответ: {X/a}

6

�
�

��
@

@
@

@R t
?E (X , b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(3)
θ4 = {X2/X , Y2/a, L2/b.nil}

?t
?not(E (b, b.c.nil))

(2) θ5 = {X/b, L3/nil}

?E (b, b.c.nil)t
?t

�

(2)



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?t
�

θ3 = ε

Ответ: {X/a}

6

�
�

��
@

@
@

@R t
?E (X , b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(3)
θ4 = {X2/X , Y2/a, L2/b.nil}

?t
?not(E (b, b.c.nil))

(2) θ5 = {X/b, L3/nil}

failure



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?t
�

θ3 = ε

Ответ: {X/a}

6

�
�

��
@

@
@

@R t
?E (X , b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(3)
θ4 = {X2/X , Y2/a, L2/b.nil}

?t
?not(E (b, b.c.nil))

(2) θ5 = {X/b, L3/nil}

failure

6



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?t
�

θ3 = ε

Ответ: {X/a}

6

�
�

��
@

@
@

@R t
?E (X , b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(3)
θ4 = {X2/X , Y2/a, L2/b.nil}

?t
?not(E (b, b.c.nil))

(2) θ5 = {X/b, L3/nil}

failure

6 @
@

@
@R t?E (X ,nil),

not(E (X , b.c.nil))

(3) θ5 = {X3/X , Y3/b, L3/nil}



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?t
�

θ3 = ε

Ответ: {X/a}

6

�
�

��
@

@
@

@R t
?E (X , b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(3)
θ4 = {X2/X , Y2/a, L2/b.nil}

?t
?not(E (b, b.c.nil))

(2) θ5 = {X/b, L3/nil}

failure

6 @
@

@
@R t?E (X ,nil),

not(E (X , b.c.nil))

(3) θ5 = {X3/X , Y3/b, L3/nil}

failure



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?t
�

θ3 = ε

Ответ: {X/a}

6

�
�

��
@

@
@

@R t
?E (X , b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(3)
θ4 = {X2/X , Y2/a, L2/b.nil}

?t
?not(E (b, b.c.nil))

(2) θ5 = {X/b, L3/nil}

failure

6 @
@

@
@R t?E (X ,nil),

not(E (X , b.c.nil))

(3) θ5 = {X3/X , Y3/b, L3/nil}

failure

@
@

@@I



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?t
�

θ3 = ε

Ответ: {X/a}

6

�
�

��
@

@
@

@R t
?E (X , b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(3)
θ4 = {X2/X , Y2/a, L2/b.nil}

?t
?not(E (b, b.c.nil))

(2) θ5 = {X/b, L3/nil}

failure

6 @
@

@
@R t?E (X ,nil),

not(E (X , b.c.nil))

(3) θ5 = {X3/X , Y3/b, L3/nil}

failure

@
@

@@I

@
@

@@I



S(X , L′, L′′)← E(X , L′), not(E(X , L′′)); (1)
E(X , X.L)←; (2)
E(X , Y.L)← E(X , L); (3)

?S(X , a.b.nil, b.c.nil)t
?t?E (X , a.b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(1)
θ1 = {X1/X , L′/a.b.nil,

L′′/b.c.nil}

�
�

�
�	t

?not(E (a, b.c.nil))

(2)
θ2 = {X/a, L1/b.nil}

?t
�

θ3 = ε

Ответ: {X/a}

6

�
�

��
@

@
@

@R t
?E (X , b.nil),

not(E (X , b.c.nil))

(3)
θ4 = {X2/X , Y2/a, L2/b.nil}

?t
?not(E (b, b.c.nil))

(2) θ5 = {X/b, L3/nil}

failure

6 @
@

@
@R t?E (X ,nil),

not(E (X , b.c.nil))

(3) θ5 = {X3/X , Y3/b, L3/nil}

failure

@
@

@@I

@
@

@@I

6



ОПЕРАТОР not

В том случае, когда построение дерева SLD-резолютивных
вычислений проводится по стандартной стратегии, оператор
not можно выразить через оператор отсечения !.

Для этого введем логическую константу fail — 0-местный
предикат, имеющий постоянное значение false. С точки зрения
операционной семантики, fail — это задача, которая не имеет
решений. Тогда...

для обработки запроса ? not(C0) в рамках SLD-резолютивного
вывода с отсечением достаточно добавить к программе P два
дополнительных программных утверждения

not(C0) ← C0,!, fail;
not(C0) ← ;



ВСТРОЕННЫЕ ФУНКЦИИ И ПРЕДИКАТЫ

Хорновские логические программы — это универсальная
модель вычислений, в которой можно реализовать любой
алгоритм. Однако для удобства пользования логическими
программами к ним можно добавлять специальные встроенные
функции и предикаты, операционная семантика которых
определяется вне рамок SLD- резолютивного вывода.

Рассмотрим некоторые наиболее широко используемые
встроенные средства логического программирования.



ВСТРОЕННЫЕ ФУНКЦИИ И ПРЕДИКАТЫ

Предикат равенства =

Предикат равенства t1 = t2 — это 2-х местный предикат,
предназначенный для унификации термов. Его операционная
семантика задается следующими правилами:

? t1 = t2t
?t

�

θ ⇔
{

НОУ(t1, t2) 6= ∅
θ ∈ НОУ(t1, t2)



ВСТРОЕННЫЕ ФУНКЦИИ И ПРЕДИКАТЫ

Предикат равенства =

Предикат равенства t1 = t2 — это 2-х местный предикат,
предназначенный для унификации термов. Его операционная
семантика задается следующими правилами:

? t1 = t2t
?t

�

θ ⇔
{

НОУ(t1, t2) 6= ∅
θ ∈ НОУ(t1, t2)

? t1 = t2t
failure

⇔ НОУ(t1, t2) = ∅



ВСТРОЕННЫЕ ФУНКЦИИ И ПРЕДИКАТЫ

Предикат равенства =

Пример

? X + 2 = 3 + Yt
?t
�

{X/3,Y /2}



ВСТРОЕННЫЕ ФУНКЦИИ И ПРЕДИКАТЫ

Предикат равенства =

Пример

? X + 2 = 3 + Yt
?t
�

{X/3,Y /2}
? 3 + 2 = 2 + 3t

failure



ВСТРОЕННЫЕ ФУНКЦИИ И ПРЕДИКАТЫ

Предикат тождества ==

Предикат тождества t1 == t2 — это 2-х местный предикат,
предназначенный для проверки тождественности
(синтаксической идентичности) термов. Его операционная
семантика задается следующими правилами:

? t == tt
?t

�

ε



ВСТРОЕННЫЕ ФУНКЦИИ И ПРЕДИКАТЫ

Предикат тождества ==

Предикат тождества t1 == t2 — это 2-х местный предикат,
предназначенный для проверки тождественности
(синтаксической идентичности) термов. Его операционная
семантика задается следующими правилами:

? t == tt
?t

�

ε
? t1 == t2t

failure
⇔ t1, t2 — разные

термы



ВСТРОЕННЫЕ ФУНКЦИИ И ПРЕДИКАТЫ

Предикат тождества ==

Пример

? X + 2 == X + 2t
?t
�

ε



ВСТРОЕННЫЕ ФУНКЦИИ И ПРЕДИКАТЫ

Предикат тождества ==

Пример

? X + 2 == X + 2t
?t
�

ε
? X + 2 == 2 + Yt

failure



ВСТРОЕННЫЕ ФУНКЦИИ И ПРЕДИКАТЫ

Предикаты неравенства \=, =\=
Предикаты неравенства t1 \= t2, t1 =\ = t2 определяются
при помощи оператора отрицания выражениями not(t1 = t2) и
not(t1 == t2).

Пример

? 3 + 2 \= 2 + 3t
?t
�

ε



ВСТРОЕННЫЕ ФУНКЦИИ И ПРЕДИКАТЫ

Предикаты неравенства \=, =\=
Предикаты неравенства t1 \= t2, t1 =\ = t2 определяются
при помощи оператора отрицания выражениями not(t1 = t2) и
not(t1 == t2).

Пример

? 3 + 2 \= 2 + 3t
?t
�

ε
? 3 + X =\= 3 + Xt

failure



ВСТРОЕННЫЕ ФУНКЦИИ И ПРЕДИКАТЫ

Типы данных

Для определения более сложных встроенных предикатов
вводятся типы данных

integer, real,boolean, char, и т. д.

Каждый тип данных определяется множеством констант,
обозначающих элементы этого типа данных. Например,
boolean = {true, false}.

Тогда в каждом типе данных вводятся необходимые
отношения, присущие элементам этого типа. Например, в типе
данных integer можно ввести отношения сравнения
<, <=, >=, >, и др.



ВСТРОЕННЫЕ ФУНКЦИИ И ПРЕДИКАТЫ

Типы данных

Пример

? 2 < 3t
?t
�

ε



ВСТРОЕННЫЕ ФУНКЦИИ И ПРЕДИКАТЫ

Типы данных

Пример

? 2 < 3t
?t
�

ε
? 1 + 1 < 5− 2t

failure



ВСТРОЕННЫЕ ФУНКЦИИ И ПРЕДИКАТЫ

Типы данных

Для введенных типов данных можно ввести встроенные
функции (операции), присущие элементам этих типов
Например, в типе данных integer можно ввести двухместные
функции (операции) +, −, ×, div, и др.

Однако чтобы вычисленные значения можно было передавать
переменным, необходимо специальное средство. Предикат
равенства = для этой цели не годится, поскольку он
занимается лишь унификацией термов.

? X = 2 + 3t
?t
�

θ = {X/2 + 3}



ПРЕДИКАТ ВЫЧИСЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ

Предикат вычисления значений is — это встроенный предикат,
предназначенный для вычисления значений встроенных
функций. Операционная семантика этого предиката задается
следующими правилами.

Условимся использовать запись val(t) для обозначения
значение терма t, составленного из встроенных функций и
констант. Тогда...

? t1 is t2t
?t

�

θ ⇔
{

t1 ∈ Var ,
определено val(t2)

θ = {t1/val(t2)}
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ПРЕДИКАТ ВЫЧИСЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ

Предикат вычисления значений is — это встроенный предикат,
предназначенный для вычисления значений встроенных
функций. Операционная семантика этого предиката задается
следующими правилами.

Условимся использовать запись val(t) для обозначения
значение терма t, составленного из встроенных функций и
констант. Тогда...

? t1 is t2t
?t

�

θ ⇔
{

t1 ∈ Var ,
определено val(t2)

θ = {t1/val(t2)}

? t1 is t2t
failure

⇔ в остальных
случаях



ПРЕДИКАТ ВЫЧИСЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ

Пример

? X is 3 + 2t
?t
�

{X/5}



ПРЕДИКАТ ВЫЧИСЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ

Пример

? X is 3 + 2t
?t
�

{X/5}
? X is Y + 1t

failure



ПРЕДИКАТ ВЫЧИСЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ

Пример

? X is 3 + 2t
?t
�

{X/5}
3 + 1 is 4t

failure



МОДИФИКАЦИЯ БАЗ ДАННЫХ

Обычно логическая программа P разделяется на две части —
систему правил Pclauses и базу данных Pdatabase . База данных
состоит из всех основных фактов программы.

Система правил Pclauses представляет, по сути дела, алгоритм
решения задачи, и его неразумно изменять по ходу решения
задачи.

А вот базу данных Pdatabase по ходу вычисления можно
модиифцировать. И для этой цели в системах логического
программирования есть специальные встроенные операторы
пополнения и сокращения базы данных.



МОДИФИКАЦИЯ БАЗ ДАННЫХ
Оператор пополнения базы данных assert(A), где A — атом,
добавляет к базе данных факт A ←;

? assert(A) Pt
?t

� P ∪ {A ←; }

ε

? X is 2 + 2, assert(Oценка(X )) Pt
?

X/4

? assert(Oценка(4)) Pt
?t

� P ∪ {Oценка(4)←; }

ε

Поскольку в логических программах правила и факты
упорядочены, нужны два варианта оператора пополнения баз
данных: asserta(A) и assertz(A).



МОДИФИКАЦИЯ БАЗ ДАННЫХ
Оператор пополнения базы данных assert(A), где A — атом,
добавляет к базе данных факт A ←;

? assert(A) Pt
?t

� P ∪ {A ←; }

ε

? X is 2 + 2, assert(Oценка(X )) Pt
?

X/4

? assert(Oценка(4)) Pt
?t

� P ∪ {Oценка(4)←; }

ε

Поскольку в логических программах правила и факты
упорядочены, нужны два варианта оператора пополнения баз
данных: asserta(A) и assertz(A).



МОДИФИКАЦИЯ БАЗ ДАННЫХ

Оператор сокращения базы данных retract(A), где A — атом,
удаляет из базы данных факт A ←;

? retract(A) Pt
?t

� P \ {A ←; }

ε

? Есть(X ), retract(X ),not(Есть())

P = {Есть(Я)←; }

t
?

X/Я

? retract(Я),not(Есть(Я))

P = {Есть(Я)←; }

t
?

ε

? not(Есть(Я))

P = ∅

t
?t

� P = ∅

ε



МОДИФИКАЦИЯ БАЗ ДАННЫХ

Творческая задача

А что если разрешить в теле правила использовать наряду с
атомами также и программные утверждения? Как то,
например,

A0 ← A1, . . . ,Ai , (B0 ← B1, . . . ,Bm),Ai+1, . . . ,An;

или A0 ← A1, . . . ,Ai , (B0 ←),Ai+1, . . . ,An;

1. Как определить разумную декларативную семантику таких
«составных» правил?

2. Как определить адекватную операционную семантику
таких правил?

3. Можно ли определить адекватную операционную
семантику «составных» правил на основе резолютивного
вывода?



КОНЕЦ ЛЕКЦИИ 17.



Основы
математической

логики и логического
программирования

ЛЕКТОР: В.А. Захаров



Лекция 18-19.

Интуиционистская логика.
Модальные логики.
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ИНТУИЦИОНИСТСКАЯ ЛОГИКА

Интуиционизм — это философское течение в математике,
возникшее в начале 20 века как критический отклик на
неограниченное применение формальных логических методов в
математике, приводящее к парадоксам (антиномиям).
По мнению интуиционистов (Брауэр, Вейль, Пуанкаре),
парадоксы возникают в связи с тем, что законы логики,
справедливые для конечных множеств, безосновательно
переносятся на бесконечные множества.

Не все математические утверждения, верные для конечных
множеств, остаются справедливыми и для бесконечных
множеств. Например, для конечных множеств верен принцип
Архимеда «Часть всегда меньше целого», а для
бесконечных множеств — нет.
Вполне возможно, что не все законы классической
(аристотелевой) логики допускают неограниченное и
безоговорочное использование в математике.



ИНТУИЦИОНИСТСКАЯ ЛОГИКА

Например, рассмотрим одну широко распространенную схему
доказательства.

Доказать: Если выполнены условия A, то ∃x P(x).

Схема доказательства: Предположим противное, т. е. ∀x ¬P(x).
Тогда ...(фа-фа, ля-ля)..., что противоречит условиям A.
Значит, предположение ∀x ¬P(x) неверно, и поэтому ∃x P(x).

QED

Все хорошо, но где же та x , для которой верно P(x)?
Из такого доказательства это значение извлечь невозможно.

Но тогда, по мнению интуиционистов, это не доказательство, а
словоблудие.

Чтобы исключить доказательства такого рода, нужно
пересмотреть семантику логических связок и кванторов.



ИНТУИЦИОНИСТСКАЯ ЛОГИКА

Семантика Колмогорова–Брауэра–Гейтинга

Попробуем взглянуть на логические формулы как на
утверждения о разрешимости математических задач.

Каждая атомарная формула A будет обозначать некоторую
задачу. Истинность A будет означает, что задача имеет
решение, и это решение можно предъявить. Ложность A будет
означать, что задача решения не имеет.

Логические связки позволяют конструировать из простых
задач составные задачи.

Оценим, как (не)разрешимость составных задач зависит от
(не)разрешимости простых задач.



ИНТУИЦИОНИСТСКАЯ ЛОГИКА

Семантика Колмогорова–Брауэра–Гейтинга
ϕ & ψ: Решить обе задачи ϕ и ψ и предъявить решение;

ϕ ∨ ψ: Выбрать одну из двух задач ϕ и ψ, решить вы-
бранную задачу и предъявить решение;

ϕ → ψ: Показать, что решение задачи ψ сводится к ре-
шению задачи ϕ, т. е. предъявить способ, кото-
рый позволяет, располагая решением задачи ϕ,
построить решение задачи ψ;

¬ ϕ: Доказать, что задача ϕ не имеет решения.
Законами интуиционистской логики считаются только те
формулы, которые соответствуют описаниям составных задач,
имеющих решение при любых условиях.



ИНТУИЦИОНИСТСКАЯ ЛОГИКА

Законы интуиционистской логики

I P → P — каждую задачу можно свести к ней самой;
I (P → Q)&(Q → R) → (P → R) — чтобы свести задача R

к задаче P достаточно найти задачу Q, к которой можно
свести задачу R, и которую, в свою очередь, можно свести
к задаче P;

I P → ¬¬P — чтобы убедиться в том, что не существует
доказательства неразрешимости задачи P, достаточно
найти решение задачи P ;

I (¬P ∨ ¬Q) → ¬(P&Q) — чтобы показать, что обе задачи
P и Q нельзя решить одновременно, достаточно выбрать
одну из этих задач и показать, что она неразрешима.



ИНТУИЦИОНИСТСКАЯ ЛОГИКА

Формулы, не являющиеся законами
интуиционистской логики

I ¬¬P → P — если вы можете обосновать, что нельзя
построить доказательства неразрешимости задачи P, то
этого еще недостаточно, чтобы получить решение самой
задачи P;

I P ∨ ¬P — неправда, что для любой задачи можно либо
получить решение, либо доказать, что никакого решения
не существует;

I ¬(P&Q) → (¬P ∨ ¬Q) — если можно доказать, что обе
задачи P и Q нельзя решить одновременно, то это не дает
основания считать, что хотя бы одна из них является
неразрешимой.

Да как же это так?
Уж не скрывается ли здесь простая игра слов?



ИНТУИЦИОНИСТСКАЯ ЛОГИКА

Попробуем строго определить семантику утверждений,
касающихся разрешимости задач.
Истинность формул оценивается в интерпретациях. Поскольку
задачи решают люди, в качестве интерпретаций могут
выступать способности людей решать задачи.
Но эти способности у людей со временем изменяются. Значит,
интерпретации должны быть динамическими .
Рассмотрим модель идеального математика (Dutch
Mathematician), который

I может пребывать в разных состояниях знания и
переходить из одних состояний знания в другие;

I в каждом состоянии знания он точно знает, какие из
элементарных задач он умеет решать, а какие нет;

I не утрачивает навыков в решении задач при переходе из
одного состояния знания в другое.



ИНТУИЦИОНИСТСКАЯ ЛОГИКА

Определение (модель Крипке)

Пусть P = {P1,P2, . . . ,Pn, . . . } — множество атомарных
формул (названия задач).

Интуиционистская интерпретация — это реляционная система
I = 〈S ,R, ξ〉, в которой

1. S 6= ∅ — множество состояний (состояний знания);
2. R ⊆ S × S — отношение переходов на S , которое является

отношением нестрогого частичного порядка:
рефлексивное R(s, s);
транзитивное R(s1, s2)&R(s2, s3) ⇒ R(s1, s3);
антисимметричное R(s1, s2)&R(s2, s1) ⇒ s1 = s2;

3. ξ : S × P → {true, false} — оценка атомарных формул,
удовлетворяющая условию монотонности:
R(s1, s2) & ξ(P, s1) = true ⇒ ξ(P, s2) = true.



ИНТУИЦИОНИСТСКАЯ ЛОГИКА

Пример интуиционистской интерпретации
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ИНТУИЦИОНИСТСКАЯ ЛОГИКА

Пример интуиционистской интерпретации
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ИНТУИЦИОНИСТСКАЯ ЛОГИКА

Пример интуиционистской интерпретации
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ИНТУИЦИОНИСТСКАЯ ЛОГИКА

Пример интуиционистской интерпретации
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Пример интуиционистской интерпретации
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Пример интуиционистской интерпретации
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Пример интуиционистской интерпретации
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ИНТУИЦИОНИСТСКАЯ ЛОГИКА

Пример интуиционистской интерпретации
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ИНТУИЦИОНИСТСКАЯ ЛОГИКА

Определение (семантика Крипке)

Пусть I = 〈S ,R, ξ〉 — интуиционистская интерпретация. Тогда
отношение выполнимости I , s |=I ϕ формулы ϕ в состоянии s
интерпретации I определяется так:

1. если ϕ = P ∈ P, то I , s |=I ϕ ⇐⇒ ξ(s,P) = true;
2. I , s |=I ϕ1&ϕ2 ⇐⇒ I , s |=I ϕ1 и I , s |=I ϕ2;
3. I , s |=I ϕ1 ∨ ϕ2 ⇐⇒ I , s |=I ϕ1 или I , s |=I ϕ2;
4. I , s |=I ϕ1 → ϕ2 ⇐⇒ для любого состояния s ′, если

(s, s ′) ∈ R и I , s ′ |=I ϕ1, то I , s ′ |=I ϕ2;
5. I , s |=I ¬ϕ1 ⇐⇒ для любого состояния s ′, если

(s, s ′) ∈ R, то I , s ′ 6|=I ϕ1.

Формула ϕ называется интуиционистски общезначимой
(законом интуиционистской логики), если для любой
интерпретации I и для любого состояния s верно I , s |=I ϕ.



ИНТУИЦИОНИСТСКАЯ ЛОГИКА

Пример необщезначимой формулы

6|=I P ∨ ¬P
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ИНТУИЦИОНИСТСКАЯ ЛОГИКА

Другие необщезначимые формулы
Докажите самостоятельно, выбрав подходящую интерпретацию
(контрмодель) I ,

6|=I ¬¬P → P

6|=I ¬(P&Q) → (¬P ∨ ¬Q)

6|=I ¬(P ∨ Q) → (¬P&¬Q)



ИНТУИЦИОНИСТСКАЯ ЛОГИКА

Пример общезначимой формулы

|=I P → ¬¬P

От противного. Допустим, что I , s0 6|= P → ¬¬P. Тогда

ys0
P = true
¬¬P = false�� �

?

ys1
¬P = true �� �

?

ys2
P = false �� �

?
P = true

Полученное противоречие свидетельствует о невозможности
построения контрмодели для формулы P → ¬¬P.
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Другие общезначимые формулы
Докажите самостоятельно интуиционистскую общезначимость
следующих формул

|=I ¬¬¬P → ¬P

|=I (¬P ∨ ¬Q) → ¬(P&Q)

|=I ¬P ∨ ¬¬P
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Некоторые особенности интуиционистской логики

Теорема 1

|=I ϕ =⇒ |=C ϕ

Теорема 2 (дизъюнктивное свойство)

|=I ϕ ∨ ψ ⇐⇒ |=I ϕ или |=I ψ

Теорема 3 (экзистенциальное свойство)

|=I ∀x1 . . .∀x1∃yϕ(x1, . . . , xn, y)
⇐⇒

существует такой терм t(x1, . . . , xn), что
|=I ϕ(x1, . . . , xn, t(x1, . . . , xn))

t(x1, . . . , xn) — это программа решения задачи ϕ.
Это называется «изоморфизмом Карри–Ховарда».
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Зимой идет снег

Зимой всегда идет снег

Зимой иногда идет снег

Это разные высказывания. И поэтому они должны быть
записаны разными формулами.

Эти высказывания по смыслу связаны друг с другом. И это
должно быть отражено в формулах. Поскольку высказывания
отличаются лишь словами всегда, иногда (модальности
времени ), нужно ввести какие-то логические конструкции для
выражения этих модальностей.

Может быть для этой цели пригодны кванторы?
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Студенты посещают лекции

Студенты обязаны посещать лекции

Студенты имеют право посещать лекции

обязан, имею право — деонтические модальности .

А будут ли пригодны кванторы в этом случае для выражения
модальностей?
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Задача имеет решение

Известно, что задача имеет решение

Можно допустить, что задача имеет решение

знаю, предполагаю — эпистемические модальности.

А как быть здесь?
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Модальности (в естественном языке они, как правило,
представлены наречиями или служебными глаголами)
выражают различные оттенки истинности (уверенность,
необходимость, доказуемость, осведомленность и др.).

Эти оттенки можно классифицировать:

Модальности необходимого Модальности возможного
необходимо возможно
обязательно не исключено
всегда иногда
должна имею право
знаю предполагаю
доказуемо непротиворечиво
� ♦
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Синтаксис модальных формул
Расширим синтаксис классической логики предикатов, введя
два логических оператора
� (модальность необходимого) и
♦ (модальность возможного),
при помощи которых разрешается строить формулы
следующего вида:

(�ϕ) «необходимо ϕ»,

(♦ϕ) «возможно ϕ».

Во избежание большого количества скобок, будем считать, что
модальные операторы имеют такой же приоритет, что и
кванторы.
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Семантика модальных формул многообразна и непроста.
Рассмотрим

Пример
Верно ли, что формула �ϕ→ ϕ — это закон модальной
логики?

Если � — модальность времени, «всегда», то �ϕ→ ϕ — это
закон модальной логики.

Если студенты всегда ходят на лекции, то они ходят на лекции.

А вот если � — деонтическая модальность, «должны», то
формула �ϕ→ ϕ уже не может претендовать на статус
логического закона.

Если студенты должны ходить на лекции, то они ходят на лекции.

Это неправда, а законы логики не зависят от прихоти студентов.
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Семантика Крипке модальных формул
Определим самое общее отношение выполнимости для
модальных формул.

Пусть P = {P1,P2, . . . ,Pn, . . . } — множество атомарных
формул (элементарные высказывания).

Модальная интерпретация или модель Крипке — это
реляционная система I = 〈W ,R, ξ〉, в которой

1. W 6= ∅ — множество состояний (возможные миры);
2. R ⊆ S × S — отношение достижимости на W ,
3. ξ : W × P → {true, false} — оценка атомарных формул.

Система 〈W ,R〉 называется шкалой Крипке (frame).

Если (w ,w ′) ∈ R, то возможный мир w ′ называется
альтернативным миром для s.
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Отношение выполнимости для модальных формул
Пусть I = 〈W ,R, ξ〉 — модель Крипке. Тогда отношение
выполнимости I , s |= ϕ формулы ϕ в мире s модели I
определяется так:

1. если ϕ = P ∈ P, то I , s |= ϕ ⇐⇒ ξ(w ,P) = true;
2. I ,w |= ϕ1&ϕ2 ⇐⇒ I ,w |= ϕ1 и I ,w |= ϕ2;
3. I ,w |= ϕ1 ∨ ϕ2 ⇐⇒ I ,w |= ϕ1 или I ,w |= ϕ2;
4. I ,w |= ϕ1 → ϕ2 ⇐⇒ I ,w 6|= ϕ1 или I ,w |= ϕ2;
5. I ,w |= ¬ϕ1 ⇐⇒ I ,w 6|= ϕ1;
6. I ,w |= �ϕ ⇐⇒

для любого альтернативного мира w ′

если 〈w ,w ′〉 ∈ R, то I ,w ′ |= ϕ;
7. I ,w |= ♦ϕ ⇐⇒

cуществует такой альтернативный мир w ′,
что 〈w ,w ′〉 ∈ R и I ,w ′ |= ϕ.
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Пример

Модель Крипке
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p = true

p = false

p = false

p = true

p = false

I ,w1 |= ♦p

I ,w1 6|= �p

I ,w1 |= �♦p

I ,w5 |= �p

I ,w5 6|= ♦p
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Простейшие свойства

1. |= ♦ϕ ≡ ¬�¬ϕ;
2. |= �(ϕ1 → ϕ2) → (�ϕ1 → �ϕ2);
3. |= ϕ =⇒ |= �ϕ (правило необходимости).

В разных приложениях модальность необходимого может
пониматься по разному. Отсюда большое разнообразие
модальных логик. В разных модальных логиках отношение
выполнимости определяется на разных классах шкал. Каждая
разновидность шкал (отношения достижимости R)
характеризуется определенным законом (формулой) модальной
логики.
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Характеристические формулы

1. �ϕ→ ϕ
рефлексивные шкалы

∀wR(w ,w);
2. �ϕ→ ��ϕ

транзитивные шкалы
∀w1∀w2∀w3(R(w1,w2)&R(w2,w3) → R(w1,w3));

3. ♦�ϕ→ �ϕ
симметричные шкалы

∀w1∀w2(R(w1,w2) → R(w2,w1)).

Рассмотрим некоторые разновидности модальных логик,
которые используются информатике.
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Эпистемические логики и мультагентные системы
Эпистемические логики — это разновидности модальных логик,
изучающие модальности знания и мнения (веры)
идеализированных агентов. Интерес представляют вопросы о
том, какими знаниям располагает субъект, насколько он
осознает свои знания (и незнания), и какие
причинно-следственные связи возникают между
утверждениями, касающимися вопросов знания и веры.

В эпистемической логике модальный оператор �ϕ следует
прочитывать «Я знаю, что ϕ», а ♦ϕ — «Я допускаю, что ϕ».
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Эпистемические логики и мультагентные системы
Основные законы (аксимы) эпистемической логики:

1. Аксиома адекватности знания: �ϕ→ ϕ
«Мои знания верны».

2. Аксиома позитивной интроспекции: �ϕ→ ��ϕ
«Я вполне представляю все, что мне известно».

3. Аксиома негативной интроспекции: ♦�ϕ→ �ϕ
«Я вполне сознаю, что именно мне неизвестно».

Но чаще всего возникают задачи, когда коллектив субъектов
(мультиагентная система) пытается совместными усилиями
или в конкурентной борьбе достичь какой-то цели. В таком
случае каждый агент должен принимать в расчет не только
знания о предметной области, но и представления о том,
какими знаниями располагают другие агенты.
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Задача.
Три мудреца спорили о том, кто из них мудрее. Прохожий
взялся разрешить их спор. Он сказал: «У меня в мешке пять
шапок: 3 черных и 2 белых. Я завяжу вам глаза, надену
каждому на голову одну из шапок, а потом развяжу глаза. Тот
из вас, кто первым догадается, какого цвета шапка у него на
голове, будет признан мудрейшмим». Мудрецы согласились, и
прохожий исполнил все то, о чем он говорил. После того, как с
глаз мудрецов были сняты повязки, некоторое время никто не
произнес ни слова. И после этого один из мудрецов заявил:
«На моей голове черная шапка». Он оказался прав, и был
признан мудрейшим.

Вопрос: Докажите, что мудрейший из мудрых слеп.
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Эпистемические логики и мультагентные системы
В мультиагентных системах нужно ввести более специальные
модальные операторы.

Пусть A = {a1, a2, . . . an} — множество агентов. Тогда

�aϕ означает «Агент a знает, что ϕ верно».

�Cϕ означает «Все агенты знают, что ϕ верно».

Специальные разновидности эпистемических логик
применяются для описания и проверки требований
безопасности сетевых протоколов.
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Темпоральные логики
Темпоральные (временные) логики применяются для описания
и исследования причинно-следственных зависимостей,
развивающихся во времени.
Модальный оператор � означает «всегда»,
а оператор ♦ — «когда-нибудь».

Семантика темпоральных логик существенно зависит от той
математической модели, которая используется для описания
феномена времени. В самом общем случае в качестве модели
времени можно взять любое частично упорядоченное
множество. Элементы этого множества соответствуют
различным моментам времени.

В качестве темпоральных моделей могут выступать любые
модели Крипке, построенные на основе частично
упорядоченных шкал. Разные отношения частичного порядка
порождают разные темпоральные логики.
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Темпоральные логики
Поскольку вычисление — это процесс, развивающийся во
времени, состояния которого находятся в
причинно-следственной связи друг с другом, темпоральные
логики используются для спецификации и верификации
программ. Наиболее широкое распространение получили две
разновидности темпоральных логик.

Логика линейного времени LTL

Шкала Крипке для LTL (L inear T emporal L ogics) — это
натуральный ряд с естественным отношением порядка 〈N,≤〉.
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Логика линейного времени LTL
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Логика линейного времени LTL

I , 0 |= �p, I , 0 6|= �q, I , 0 |= ♦q
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Логика линейного времени LTL

I , 0 |= �p, I , 0 6|= �q, I , 0 |= ♦q
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Применение LTL для верификации моделей программ более
подробно будет обсуждаться в последующих лекциях.
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Темпоральные логики
В других темпоральных логиках время — это ветвящаяся
структура; в каждый момент времени может быть несколько
альтернатив дальнейшего развития событий.
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Логика деревьев вычислений CTL
Темпоральные логики такого вида называются логиками
ветвящегося времени (BTL, Branching Time Logics).

Одной из логик ветвящегося времени является логика деревьев
вычислений (CTL, Computational Tree Logic), используемая для
спецификации и верификации распределенных программ и
микроэлектронных схем.

В логике CTL имеются темпоральные операторы двух типов —
универсальные и экзистенциальные.

∀�, ∀♦, ∃�, ∃♦.

Тип темпорального оператора указывет на то, будет ли
выполнимость формулы проверяться на всех ветвях древесной
модели или только на одной ветви.
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Логика деревьев вычислений CTL
Пусть I = 〈S ,R, ξ〉 — древесная модель Крипке для логики
CTL, s0 ∈ S — одно из состояний модели. Тогда

I , s0 |= ∀�ϕ ⇐⇒
в каждом состоянии s, достижимом из состояния s0, верно
I , s |= ϕ;

I , s0 |= ∃�ϕ ⇐⇒
существует ветвь, исходящая из состояния s0, в каждом
состоянии s которой верно I , s |= ϕ;

I , s0 |= ∀♦ϕ ⇐⇒
в каждой ветви, исходящей из состояния s0, есть состояние s, в
котором верно I , s |= ϕ;

I , s0 |= ∃♦ϕ ⇐⇒
существует ветвь, исходящая из состояния s0, в одном из
состоянии s которой верно I , s |= ϕ.



МОДАЛЬНЫЕ ЛОГИКИ

Логика деревьев вычислений CTL

I , s0 |= ∀�p
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Логика деревьев вычислений CTL

I , s0 |= ∃�p
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Логика деревьев вычислений CTL

I , s0 |= ∀♦p
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Логика деревьев вычислений CTL

I , s0 |= ∃♦p
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Логика деревьев вычислений CTL
Формулы CTL можно использовать для формальной
спецификации многих интересных свойств поведения программ

∀� ∃♦ Restart:
на любом этапе функционирования системы можно
осуществить ее перезапуск;

∀� (Request → ∀♦ Response):
когда бы ни был послан запрос, рано или поздно на него
обязательно поступит отклик.
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А как проверить,
что вычисления программ

удовлетворяют заданным спецификациям?

И можно ли эту проверку
автоматизировать?



КОНЕЦ ЛЕКЦИИ 18-19.



Основы
математической

логики и логического
программирования

ЛЕКТОР: В.А. Захаров



Лекция 20.

Правильные программы.
Императивные программы.

Задача верификации программ.
Логика Хоара.

Автоматическая проверка
правильности программ.



ПРАВИЛЬНЫЕ ПРОГРАММЫ

Какая компьютерная программа считается хорошей?

Та, которая работает ПРАВИЛЬНО и эффективно .

А какая программа считается правильной?

Правильной считается та программа, которая выполняет в
точности то, что от нее требуется.

А как убедиться, что программа выполняет то, что от
нее требуется?

Для этого нужно
1. Описать строго (формально) требования правильности

вычислений;
2. Проверить, что все вычисления программы удовлетворяют

этим требованиям.



ПРАВИЛЬНЫЕ ПРОГРАММЫ

Описание требований правильности функционирования
программы называется спецификацией программы.

Проверка соблюдения вычислениями программы требований
правильности функционирования называется верификацией
программы.

Если спецификации программ записать на формальном
логическом языке и строго определить операционную
семантику программ, то для доказательства правильности
программ можно использовать методы математической логики
(логический вывод).



ПРАВИЛЬНЫЕ ПРОГРАММЫ

Формальная верификация программ

Преимущества Проблемы

1. Абсолютно точная проверка
правильности программ.

1. Как заставить программи-
стов писать формальные спе-
цификации?

2. Возможность автоматиза-
ции построения логического
вывода.

2. Как заставить прувер рабо-
тать эффективно?

И, тем не менее, попробуем...



ИМПЕРАТИВНЫЕ ПРОГРАММЫ
Определим синтаксис и семантику императивных программ.

Пусть задана сигнатура σ = 〈Const,Func ,Pred〉, в которой
определно множество термов Term и множество атомарных
формул Atom.
Условимся, что ⇐ — это служебный символ, не
принадлежащий сигнатуре σ.

Определение

присваивание ::= «переменная» ⇐ «терм»
условие ::= «атом» | (¬условие ) |

(условие & условие ) | (условие ∨ условие )
программа ::= присваивание |

программа ; программа |
if «условие» then программа else программа fi |
while условие do программа od



ИМПЕРАТИВНЫЕ ПРОГРАММЫ

Пример

Программа вычисления наибольшего общего делителя двух
натуральных чисел.
Const = {0, 1, 2, . . . },
Func = {+(2),−(2)},
Pred = {=(2), >(2), <(2)}

while ¬(x = y)
do

if x > y
then x ⇐ x − y
else y ⇐ y − x

fi
od



ИМПЕРАТИВНЫЕ ПРОГРАММЫ

Операционная семантика императивных программ

Семантика задает смысл (значение) синтаксических
конструкций (слов, формул, программ и пр.).

Значением императивной программы является отношение
вход–выход между входными данными и результатом
вычисления.

Отношение вход–выход программы определяется при помощи
отношения переходов между состояниями вычисления
программы.

Состояние вычисления программы определяется двумя
компонентами — состоянием управления и состоянием
данных .



ИМПЕРАТИВНЫЕ ПРОГРАММЫ

Определение (состояния вычисления)

Пусть Var — это множество переменных, а GTerm — это
множество основных термов сигнатуры σ.

Оценкой переменных (состоянием данных) будем называть
всякое отображение (подстановку) θ : Var → GTerm.

Состоянием управления будем называть всякую программу, а
также специальный символ ∅.

Состоянием вычисления будем называть всякую пару 〈π, θ〉, где
π — состояние управления, а θ — оценка переменных.

Запись Stateσ будет обозначать множество всевозможных
состояний вычислений сигнатуры σ.



ИМПЕРАТИВНЫЕ ПРОГРАММЫ

Определение (отношения переходов)

Пусть I — это интерпретация сигнатуры σ.

Тогда отношение переходов для императивных программ — это
бинарное отношение −→I на множестве состояний вычисления
Stateσ, удовлетворяющее следующим требованиям:

ASS: 〈x ⇒ t, θ〉 −→I 〈∅, {x/t}θ〉;

COMP_∅: 〈π1;π2, θ〉 −→I 〈π2, η〉
тогда и только тогда, когда 〈π1, θ〉 −→I 〈∅, η〉;

COMP: 〈π1;π2, θ〉 −→I 〈π′1;π2, η〉
тогда и только тогда, когда 〈π1, θ〉 −→I 〈π′1, η〉 и π′1 6= ∅;



ИМПЕРАТИВНЫЕ ПРОГРАММЫ

Определение (отношения переходов)

IF_1: 〈if C then π1 else π2 fi, θ〉 −→I 〈π1, θ〉
тогда и только тогда, когда I |= Cθ;

IF_0: 〈if C then π1 else π2 fi, θ〉 −→I 〈π2, θ〉
тогда и только тогда, когда I 6|= Cθ;

WHILE_1: 〈while C do π od, θ〉 −→I 〈π; while C do π od, θ〉
тогда и только тогда, когда I |= Cθ;

WHILE_0: 〈while C do π od, θ〉 −→I 〈∅, θ〉
тогда и только тогда, когда I 6|= Cθ.

Отношение переходов −→I определяет, как изменяется
состояние вычисления за один шаг работы интерпретатора
императивных программ.



ИМПЕРАТИВНЫЕ ПРОГРАММЫ

Определение (вычисления программы)

Пусть π0 — это императивная программа, θ0 — оценка
переменных.

Частичным вычислением программы π0 на оценке переменных
θ0 в интерпретации I называется последовательность (конечная
или бесконечная) состояний вычисления

〈π0, θ0〉, 〈π1, θ1〉, . . . , 〈πn−1, θn−1〉, 〈πn, θn〉, . . . ,

в которой для любого n, n ≥ 1, выполняется отношение
〈πn−1, θn−1〉 −→I 〈πn, θn〉.

Вычислением программы π0 на оценке переменных θ0 в
интерпретации I называется всякое частичное вычисление,
которое нельзя продолжить.



ИМПЕРАТИВНЫЕ ПРОГРАММЫ

Пример

Пусть I — интерпретация сигнатуры σ = 〈Const,Func ,Pred〉:
Const = {0, 1, 2, . . . , }, Func = {+(2),−(2)},
Pred = {=(2), >(2), <(2)},
предметной областью которой является множество
натуральных чисел N0 с обычными арифметическими
операциями и отношениями.

Рассмотрим вычисление программы

π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x fi od

на оценке переменных θ0 = {x/4, y/6}.



ИМПЕРАТИВНЫЕ ПРОГРАММЫ

π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x fi od

θ0 = {x/4, y/6}

Пример

〈π0, {x/4, y/6}〉
↓I

〈if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x fi ;π0, {x/4, y/6}〉
↓I

〈y ⇐ y − x ;π0, {x/4, y/6}〉
↓I

〈π0, {x/4, y/6− 4}〉



ИМПЕРАТИВНЫЕ ПРОГРАММЫ

π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x fi od

θ0 = {x/4, y/6}

Пример

〈π0, {x/4, y/6−4}〉
↓I

〈if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x fi ;π0, {x/4, y/6−4}〉
↓I

〈x ⇐ x − y ;π0, {x/4, y/6−4}〉
↓I

〈π0, {x/4−(6−4), y/6−4}〉
↓I

〈∅, {x/4−(6−4), y/6−4}〉



ИМПЕРАТИВНЫЕ ПРОГРАММЫ

Как следует из определения, любое вычисление либо является
бесконечной последовательностью, либо завершается
состоянием 〈∅, η〉. В последнем случае оценка η называется
результатом вычисления.

Будем использовать запись −→∗
I для обозначения

рефлексивного и транзитивного замыкания отношения
переходов −→I .

Тогда оценка переменных η является результатом вычисления
программы π на оценке переменных θ в интерпретации I в том
и только том случае, когда выполняется отношение

〈π, θ〉 −→∗
I 〈∅, η〉.



ЗАДАЧА ВЕРИФИКАЦИИ ПРОГРАММ

Неформальная постановка.

Программа π считается (частично ) корректной , если для
любых начальных данных, удовлетворяющих определенному
условию ϕ, результат вычисления (если вычисление
завершается) удовлетворяет определенному условию ψ.

Ограничение ϕ, которое налагается на начальные данные,
называется предусловием , а требование ψ, которому должны
удовлетворять результаты вычисления, называется
постусловием программы.

Задача верификации программы π заключается в проверке
частичной корректности программы π относительно заданного
предусловия ϕ и заданного постусловия ψ.



ЗАДАЧА ВЕРИФИКАЦИИ ПРОГРАММ

Формальная постановка.

Расширим множество формул логики предикатов, введя в
рассмотрение в качестве формул выражения нового
специального вида.

Определение

Триплетом Хоара (тройкой Хоара) называется всякое
выражение вида

ϕ{π}ψ,

где ϕ,ψ — формулы логики предикатов,
а π — императивная программа.
Обозначим HTσ множество триплетов Хоара сигнатуры σ.



ЗАДАЧА ВЕРИФИКАЦИИ ПРОГРАММ
Выполнимость триплетов Хоара в интерпретациях
определяется так:

I |= ϕ{π}ψ ⇐⇒ для любых оценок переменных θ, η,
если I |= ϕθ и 〈π, θ〉 −→∗

I 〈∅, η〉,
то I |= ψη.

Определение (частичной корректности программы)

Пусть ϕ,ψ — формулы логики предикатов, а π — императивная
программа.

Программа π называется частично корректной в интерпретации
I относительно предусловия ϕ и постусловия ψ, если триплет
ϕ{π}ψ выполним в интерпретации I , т. е.

I |= ϕ{π}ψ .



ЛОГИКА ХОАРА

Как же доказать частичную корректность программы?

Попробуем построить систему правил вывода, аналогичных
правилам вывода для семантических таблиц.

Такую систему предложил в 1968 г. Хоар. Правила вывода
Хоара имеют вид

Φ

Ψ
,

Φ

ϕ
,

Φ

Ψ1,Ψ2
,

Φ

ϕ,Ψ, ψ
,

где Φ,Ψ,Ψ1,Ψ2 — триплеты Хоара,
ϕ,ψ — формулы логики предикатов.



ЛОГИКА ХОАРА

Правила вывода Хоара

ASS: ϕ{x/t} {x ⇐ t} ϕ
true ,

CONS: ϕ{π}ψ
ϕ→ ϕ′, ϕ′{π}ψ′, ψ′ → ψ

,

COMP: ϕ{π1; π2}ψ
ϕ{π1}χ, χ{π2}ψ

,

IF: ϕ {if C then π1 else π2 fi} ψ
(ϕ&C ) {π1} ψ, (ϕ&¬C ) {π2} ψ

,

WHILE: ϕ {while C do π od} (ϕ&¬C )
(ϕ&C ) {π} ϕ .



ЛОГИКА ХОАРА
Определение вывода в логике Хоара

Вывод в логике Хоара триплета Φ0 = ϕ0 {π0} ψ0 — это
корневое дерево,

вершинами которого служат триплеты и
формулы логики предикатов и при этом

1) корнем дерева является триплет Φ0;y
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ЛОГИКА ХОАРА
Определение вывода в логике Хоара

Вывод в логике Хоара триплета Φ0 = ϕ0 {π0} ψ0 — это
корневое дерево,

вершинами которого служат триплеты и
формулы логики предикатов и при этом

1) корнем дерева является триплет Φ0;

y
�

�
�

�	

@
@

@
@Ry

�
�

�
�	

y
�

�
�

�	

@
@

@
@R?y

?

y y
?

y
y y



ЛОГИКА ХОАРА
Определение вывода в логике Хоара

Вывод в логике Хоара триплета Φ0 = ϕ0 {π0} ψ0 — это
корневое дерево, вершинами которого служат триплеты и
формулы логики предикатов и при этом

1) корнем дерева является триплет Φ0;

y
�

�
�

�	

@
@

@
@Ry

�
�

�
�	

y
�

�
�

�	

@
@

@
@R?y

?

y y
?

y
y y

Φ0

Φi Φ1

Φj ϕ1 Φ3 ϕ2

ϕ3 ϕ4



ЛОГИКА ХОАРА
Определение вывода в логике Хоара

Вывод в логике Хоара триплета Φ0 = ϕ0 {π0} ψ0 — это
корневое дерево, вершинами которого служат триплеты и
формулы логики предикатов и при этом

1) корнем дерева является триплет Φ0;y
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ЛОГИКА ХОАРА
Определение вывода в логике Хоара

2) из вершины Φi исходят дуги в вершину Φj

⇐⇒
Φi
Φj

— правило табличного вывода;
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ЛОГИКА ХОАРА
Определение вывода в логике Хоара

2) из вершины Φi исходят дуги в вершину Φj

⇐⇒
Φi
Φj

— правило табличного вывода;
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ЛОГИКА ХОАРА

Определение вывода в логике Хоара

2) из вершины Φ1 исходят дуги в вершины ϕ1, Φ3, ϕ2

⇐⇒
Φ1

ϕ1, Φ3, ϕ2
— правило табличного вывода;
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ЛОГИКА ХОАРА

Определение вывода в логике Хоара

3) листьями дерева являются формулы логики предикатов.y
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ЛОГИКА ХОАРА

Определение вывода в логике Хоара

Вывод триплета Φ0 = ϕ0 {π0} ψ0 в логике Хоара называется
успешным в интерпретации I , если дерево вывода является
конечным, и все его листовые вершины — это истинные в
интерпретации I формулы логики предикатов.



ЛОГИКА ХОАРА

Пример

Покажем, что программа

π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x fi od

правильно вычисляет наибольший общий делитель двух
положительных целых чисел.

Для этого необходимо сформулировать предусловие ϕ0 и
постусловие ψ0, соответствующее этому требованию, и
построить успешный вывод триплета ϕ0 {π0} ψ0 в логике
Хоара.



ЛОГИКА ХОАРА

Пример

Для удобства обозначений введем некоторые вспомогательные
формулы:

DIV (x , z) : ∃u (u × z = x),
GCD(x , y , z) : DIV (x , z) & DIV (y , z) &

∀u (DIV (x , u)&DIV (y , u) → (u ≤ z)).

Тогда

ϕ0(x , y , z) : (x > 0) & (y > 0) & GCD(x , y , z),
ψ0(x , z) : z = x .



π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x fi od

(x > 0)&(y > 0)&GCD(x , y , z)︸ ︷︷ ︸
ϕ0(x ,y ,z)

{π0} z = xy��������)y
PPPPPPPPq y
?yϕ0(x , y , z) → ϕ0(x , y , z) ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y) → (z = x)

ϕ0(x , y , z) {π0} ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)

?y
ϕ0(x , y , z)&¬(x = y){if x>y then x⇐x−y else y⇐y−x fi}ϕ0(x , y , z)

��
���

�����y
PPPPPPPPq y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y){y⇐y−x}ϕ0(x , y , z)



Левая ветвь

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)y��������)y
PPPPPPPPq y
?y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y) →
→ ϕ0(x − y , y , z)

ϕ0(x , y , z) → ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x − y , y , z){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)

ASS
?y

true



Правая ветвь

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y){x⇐y−x}ϕ0(x , y , z)y��������)y
PPPPPPPPq y
?y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y) →
→ ϕ0(x , y − x , z)

ϕ0(x , y , z) → ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x , y − x , z){y⇐y−x}ϕ0(x , y , z)

ASS
?y

true



ЛОГИКА ХОАРА

Пример

Покажем, что построенный вывод в логике Хоара является
успешным для стандартной арифметической интерпретации
I0 = 〈DI0 = {0, 1, 2, . . . }, {+,−,×}, <,>,=,≥,≤〉.

Для этого достаточно установить истинность в интерпретации
I0 всех формул, стоящих в листьях построенного вывода.

1. I0 |= ϕ(x , y , z) → ϕ(x , y , z) Очевидно.
2. I0 |= ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y) → (z = x), т. е.

I0 |= (x > 0)&(y > 0)&(x = y)&GCD(x , y , z) → (z = x).
Верно.



ЛОГИКА ХОАРА
Пример

3. I0 |= ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y) →
→ ϕ0(x − y , y , z), т. е.

I0 |= (x > 0)&(y > 0)&(x > y)&GCD(x , y , z) →
→ (x − y > 0)&(y > 0)&GCD(x − y , y , z).
Верно.

4. I0 |= ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y) →
→ ϕ0(x , y − x , z), т. е.

I0 |= (x > 0)&(y > 0)&(y > x)&GCD(x , y , z) →
→ (x > 0)&(y − x > 0)&GCD(x , y − x , z).
Верно.

5. I0 |= true. Очевидно.

Таким образом, все листовые формулы вывода истинны в
интерпретации I0. Значит, вывод триплета ϕ0 {π0} ψ0 является
успешным выводом в интерпретации I0.



ЛОГИКА ХОАРА

Теорема корректности

Для любой интерпретации I и для любого правила вывода
логики Хоара

Φ

Ψ
,

Φ

ϕ
,

Φ

Ψ1,Ψ2
,

Φ

ϕ,Ψ, ψ
,

если I |= Ψ, I |= ϕ,
{

I |= Ψ1,
I |= Ψ2,


I |= ϕ,
I |= Ψ,
I |= ψ,

то I |= Φ.

Доказательство.

Рассмотрим поочередно все правила вывода логики Хоара.



ЛОГИКА ХОАРА
Доказательство.

Правило

ASS: ϕ{x/t} {x ⇐ t} ϕ
true .

Покажем, что в любой интерпретации I верно

I |= ϕ{x/t} {x ⇐ t} ϕ. (∗)

Пусть θ — произвольная оценка переменных, и пусть
I |= ϕ{x/t}θ.
Тогда согласно операционной семантике императивных
программ имеется единственное вычисление

〈x ⇐ t, θ〉 −→I 〈∅, η〉,

и при этом η = {x/t}θ.
Очевидно, I |= ϕη, и это доказывает (∗).



ЛОГИКА ХОАРА

Доказательство.

Для остальных правил доказательство корректности
проводится по той же схеме, но более изощренно.
Попробуйте завершить доказательство самостоятельно.

�

Следствие.

Если триплет ϕ{π}ψ имеет успешный в интерпретации I вывод,
то программа π частично корректна в интерпретации I
относительно предусловия ϕ и постусловия ψ.

В частности, это означает, что исследованная нами программа
вычисления наибольшего общего частично корректна в
арифметической интерпретации I0.



АВТОМАТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА
ПРАВИЛЬНОСТИ ПРОГРАММ

Как автоматизировать верификацию программ?

Для этого нужно выяснить

1. Полна ли система правил вывода логики Хоара?
2. Существует ли алгоритм построения успешного вывода?



АВТОМАТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА
ПРАВИЛЬНОСТИ ПРОГРАММ

Вопрос о полноте правил вывода Хоара.

На самом деле, здесь не один а три вопроса.

1. Верно ли, что для каждой интерпретации I существует
система правил вывода, позволяющая для каждого триплета
Φ = ϕ{π}ψ построить успешный вывод Φ в интерпретации I и
доказать его успешность в случае I |= Φ?

Ответ отрицательный . Следует из теоремы Геделя о неполноте.



АВТОМАТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА
ПРАВИЛЬНОСТИ ПРОГРАММ

Вопрос о полноте правил вывода Хоара.

2. Верно ли, что для каждой интерпретации I существует
система правил вывода, позволяющая для каждого триплета
Φ = ϕ{π}ψ построить успешный вывод Φ в интерпретации I
(но не гарантирующая доказательства его успешности) в
случае I |= Φ?

Ответ отрицательный . Базовые предикаты сигнатуры σ могут
быть недостаточно выразительными для представления всех
тех отношений между переменными программы, которые
нужны для построения успешного вывода.
В результате не найдется нужных формул ϕ′, ψ′ для
применения правила

CONS: ϕ{π}ψ
ϕ→ ϕ′, ϕ′{π}ψ′, ψ′ → ψ

.



АВТОМАТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА
ПРАВИЛЬНОСТИ ПРОГРАММ

Вопрос о полноте правил вывода Хоара.

3. Верно ли, что для некоторых интерпретаций I существует
система правил вывода Хоара, которая позволяет для каждого
триплета Φ = ϕ{π}ψ построить успешный вывод Φ в
интерпретации I в случае I |= Φ?

Ответ положительный . Достаточно, чтобы для любого цикла
π = while C do π′ od существовал такой терм tπ, что для
любой оценки переменных θ значение терма tπθ равно n + 1
тогда и только тогда, когда цикл π в вычислении 〈π, θ〉
совершает n итераций.



АВТОМАТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА
ПРАВИЛЬНОСТИ ПРОГРАММ

Что нужно для построения успешного вывода?

I Необходимо иметь эффективный прувер для проверки
истинности формул в разных интерпретациях:

I |= ϕ .

.

CONS: ϕ{π}ψ
ϕ→ ϕ′, ϕ′{π}ψ′, ψ′ → ψ

,

поскольку неясно, какие формулы ϕ′, ψ′ нужно выбирать в
каждом случае.



АВТОМАТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА
ПРАВИЛЬНОСТИ ПРОГРАММ

Стратегия вывода в логике Хоара.

Определение

Пусть заданы интерпретация I , императивная программа π и
постусловие ψ. Тогда формула ϕ0 называется слабейшим
предусловием (weakest postcondition) для программы π и
постусловия ψ, если

I1. I |= ϕ0{π}ψ,
2. для любой формулы ϕ, если I |= ϕ{π}ψ, то I |= ϕ→ ϕ0.

Слабейшее предусловие для программы π и постусловия ψ
условимся обозначать wpr(π, ψ).



АВТОМАТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА
ПРАВИЛЬНОСТИ ПРОГРАММ

Какая польза от слабейшего предусловия?

Теорема

I |= ϕ{π}ψ ⇐⇒
{

I |= wpr(π, ψ){π}ψ,
I |= ϕ→ wpr(π, ψ).

Таким образом, задача построения успешного вывода сводится
к задаче вычисления wpr(π, ψ).



АВТОМАТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА
ПРАВИЛЬНОСТИ ПРОГРАММ

А как вычислять слабейшее предусловие?

Теорема

wpr(x ⇐ t, ψ) = ψ{x/t},
wpr(π1; π2, ψ) = wpr(π1, wpr(π2, ψ)),
wpr(if C then π1 else π2 fi, ψ) =

C&wpr(π1, ψ) ∨ ¬C&wpr(π2, ψ),

Доказательство

Самостоятельно.
Таким образом, для многих операторов (программ) слабейшее
предусловие вычисляется автоматически.



АВТОМАТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА
ПРАВИЛЬНОСТИ ПРОГРАММ

Неужели все так просто?

Увы, нет. Главную трудность представляет оператор цикла
while C do π od. Единственный способ верифицировать этот
оператор — это воспользоваться производным правилом:

WHILE-GEN:
ϕ {while C do π od} (ψ)

ϕ→ χ, (χ&C ) {π} χ, (χ&¬C ) → ψ
.

Это правило требует введения вспомогательной формулы χ,
которая называется инвариантом цикла . Инвариант цикла
зависит от программы π и условия C .
Автоматическая генерация инвариантов цикла — это ключевая
задача в решении проблемы автоматической верификации
программ.



КОНЕЦ ЛЕКЦИИ 20.



Основы
математической

логики и логического
программирования

ЛЕКТОР: В.А. Захаров



Лекция 21.

Верификация распределенных
программ.

Логика линейного времени PLTL.
Размеченные системы переходов.

Задача верификации моделей
программ.



ВЕРИФИКАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ
ПРОГРАММ

Задача
Имеется несколько компьютеров и только один принтер. Ни
один компьютер не осведомлен о существовании других
компьютеров. Как правильно организовать их взаимодействие,
чтобы все они могли пользоваться этим принтером?
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ВЕРИФИКАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ
ПРОГРАММ

Задача
Предполагается также, что у принтера есть единственный
однобитовый регистр R, общедоступный для считывания и
записи. Этот регистр может находится в одном из двух
состояний — busy (принтер занят) и free (принтер свободен).

HH
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ВЕРИФИКАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ
ПРОГРАММ

Прежде чем писать программу (драйвер), обеспечивающую
взаимодействие каждого компьютера с принтером, нужно
сформулировать требования, предъявляемые к этой программе.

1. Всякий раз, когда принтер свободен и хотя бы один
компьютер собирается отправить данные на печать,
принтер будет рано или поздно занят;

2. Всякий раз, после того как принтер оказался занят, он
должен когда-нибудь приступить к печати;

3. Компьютер, завершивший печать, должен когда-нибудь
освободить принтер;

4. Данные на печать всегда передает не более чем один
компьютер.

А какие еще требования разумно предъявить к нашему
драйверу?



ВЕРИФИКАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ
ПРОГРАММ

Для связи с принтером программист предложил снабдить
каждый компьютер одной и той же программой

L1: while R 6= free do wait od ;

L2: R = busy ;

L3: output(X,printer);

L4: R = free;

Это простая и разумная программа.
Но будет ли система компьютеров, снабженных этой
программой, вести себя в соответствии с указанными
требованиями?



ВЕРИФИКАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ
ПРОГРАММ

Если мы имеем дело с последовательной программой, то
наиболее простой способ проверки ее правильности — это
тестирование. Тестирование, вообще говоря, не гарантирует
того, что все вычисления являются правильными, но оно
позволяет, по крайней мере, убедиться в том, что программа
ведет себя правильно на тестовых примерах.

Но если мы занимаемся верификацией распределенных
программ, состоящих из нескольких процессов, работающих
на независимых вычислительных устройствах, то тестирование
не позволяет проверить правильность поведения
распределенной системы даже на тестовых примерах.

Почему?



ВЕРИФИКАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ
ПРОГРАММ

Предположим, что на заданных входных данных (тестовом
примере) каждый из 20 процессов распределенной системы
выполняет всего лишь одно действие. Тогда вычисление
системы может быть физически реализовано 20! > 218

способами в зависимости от той последовательности, в которой
будут завершаться выполнения этих действий. Ясно, что
рассмотреть все эти выполнения практически невозможно.

А вместе с тем одни те же действия, выполненные в разной
последовательности, могут приводить к разным результатам:

«Наполнить бассейн водой» ‖ «Прыгнуть в бассейн с вышки»

Как же проверять правильность распределенных систем?



ВЕРИФИКАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ
ПРОГРАММ

Верификацию распределенных систем нужно
автоматизировать. Это можно сделать, например, так.

1. Выбрать логический язык L, на котором можно описывать
требования, предъявляемые к программе. Представить эти
требования в виде формул ϕ1, . . . , ϕn.

2. Выбрать математическую модель M, адекватно
представляющую все вычисления программы. Модель
должна быть устроен так, чтобы каждое вычисление I в
модели M являлось интерпретацией языка L.

3. Проверить выполнимость формул ϕ1, . . . , ϕn на всех
вычислениях модели M. Для проверки выполнимости
формул языка L на модели программы M должен быть
разработан эффективный алгоритм.

Такой подход к проверке правильности программ назвается
верификацией моделей программ (англ. model-checking ).



ЛОГИКА ЛИНЕЙНОГО ВРЕМЕНИ PLTL
При верификации распределенных систем, как правило,
требуется проверить, что в каждом вычислении системы
некоторые события (выполнение того или иного действия,
прием/передача сообщений и пр.) происходят в определенной
последовательности.
Каждое событие event можно охарактеризовать булевой
переменной (0-местным предикатом) pevent , которая принимает
значение true в том и только том случае, когда осуществляется
событие event. Таким образом, в логическом языке L не нужны
предметные переменные, термы, кванторы.

Однако осуществимость событий (значения булевых пременных
pevent) изменяется со временем. Значит, в логическом языке L
должен быть явно учтен феномен времени.

Таким образом, для описания требований, которые
предъявляются к распределенной системе, достаточно
воспользоваться языком пропозициональной темпоральной
логики линейного времени (PLTL).



Исторические сведения
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ЛОГИКА ЛИНЕЙНОГО ВРЕМЕНИ PLTL

Синтаксис PLTL

В PLTL наряду с булевыми логическими связками для
описания причинно-следственной зависимости событий во
времени применяются темпоральные операторы

I X (neXttime) «в следующий момент времени»;
I F (sometime in Future) «когда-то в будущем»;
I G (Globally) «всегда в будущем»;
I U (Until) «до тех пор пока»;
I R (Release) «высвободить, открепить».



ЛОГИКА ЛИНЕЙНОГО ВРЕМЕНИ PLTL
Пусть задано множество булевых переменных
AP = {p1, p, . . . , pn, . . . } (будем называть их атомарными
высказываниями).

Синтаксис PLTL
Формула PLTL — это

pi , если pi ∈ AP;
(ϕ&ψ), если ϕ и ψ — формулы;
(ϕ ∨ ψ),
(ϕ→ ψ),
(¬ϕ),
(Xϕ), «в следующий момент будет верно ϕ»;
(Fϕ), «когда-то в будущем будет верно ϕ»;
(Gϕ), «всегда верно ϕ»;
(ϕUψ), «ϕ остается верной, пока не станет верной ψ»;
(ϕRψ), «ψ может перестать быть верной только после того,

как станет верной ϕ».



ЛОГИКА ЛИНЕЙНОГО ВРЕМЕНИ PLTL

Семантика PLTL
Интерпретация PLTL — это темпоральная модель Крипке
I = 〈N,≤, ξ〉, где

I N = {0, 1, 2, . . . } — множество моментов времени;
I ≤ — отношение нестрогого линейного порядка на N;
I ξ : N×AP → {true, false} — оценка атомарных

высказываний на шкале времени.
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ЛОГИКА ЛИНЕЙНОГО ВРЕМЕНИ PLTL

Семантика PLTL
Интерпретация I = 〈N,≤, ξ〉 — это вычислительная трасса
программы, и в этой трассе

I N = {0, 1, 2, . . . } — это последовательность состояний
вычисления, линейно упорядоченная отношением
переходов ≤;

I оценка ξ : N×AP → {true, false} указывает, какие
события происходят в те или иные моменты времени.

Формулы PLTL — это утверждения о том, в какой
последовательности должны происходить события по ходу
вычислений программ.
Чтобы оценивать, в какой мере вычислительная трасса
(интерпретация) удовлетворяет заданному требованию
(формуле PLTL), определим отношение выполнимости формул
PLTL в темпоральных интерпретациях.



ЛОГИКА ЛИНЕЙНОГО ВРЕМЕНИ PLTL
Семантика PLTL
Пусть I = 〈N,≤, ξ〉 — темпоральная интерпретация
(вычислительная трасса), n ∈ N — момент времени (состояние
вычисления), ϕ — формула PLTL.

Тогда отношение выполнимости I , n |= ϕ формулы ϕ в момент
времени n в интерпретации I определяется так.

1. Если ϕ = p, p ∈ AP (т. е. ϕ — атомарное высказывание), то

I , n |= ϕ ⇐⇒ ξ(p) = true.

y y y y y- - - - -- r r rr r r
n

ξ(p) = true

n + 1 n + 2



ЛОГИКА ЛИНЕЙНОГО ВРЕМЕНИ PLTL

Семантика PLTL

2. Если ϕ = ϕ1&ϕ2, то

I , n |= ϕ ⇐⇒ I , n |= ϕ1 и I , n |= ϕ2.

y y y y y- - - - -- r r rr r r
n

I , n |= ϕ2

I , n |= ϕ1

n + 1 n + 2

Для формул вида ϕ1 ∨ ϕ2, ϕ1 → ϕ2, ¬ϕ1 отношение
выполнимости в темпоральной модели определяется точно так
же, как в классической логике предикатов.
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Семантика PLTL

3. Если ϕ = Xψ, то

I , n |= ϕ ⇐⇒ I , n + 1 |= ψ.

y y y y y- - - - -- r r rr r r
n

I , n + 1 |= ψ

n + 1 n + 2

4. Если ϕ = Fψ, то

I , n |= ϕ ⇐⇒ существует такое k, k ≥ 0, что I , n + k |= ψ.

y y y y y- - - - -- r r rr r r
n

I , n + k |= ψ

n + 1 n + 2 n + k
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Семантика PLTL

5. Если ϕ = Gψ, то

I , n |= ϕ ⇐⇒ для любого k, k ≥ 0, верно I , n + k |= ψ.

y y y y y- - - - -- r r rr r r
n

I , n |= ψ

n + 1

I , n + 1 |= ψ

n + 2 n + k

I , n + k |= ψ

6. Если ϕ = χUψ, то

I , n |= ϕ ⇐⇒ существует такое k, k ≥ 0, что I , n + k |= ψ,
и для любого i , 0 ≤ i < k, верно I , n + i |= χ.

y y y y y- - - - -- r r rr r r
n

I , n |= χ

n + 1

I , n + 1 |= χ

n + 2

I,n+k−1 |=χ

n + k

I,n+k |=ψ
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Семантика PLTL

7. Если ϕ = χRψ, то

I , n |= ϕ ⇐⇒ либо для любого k, k ≥ 0, верно I , n + k |= ψ,

либо существует такое k, k ≥ 0, что I , n + k |= χ

,

и для любого i , 0 ≤ i ≤ k, верно I , n + i |= ψ.

y y y y y- - - - -- r r rr r r
n

I , n |= ψ

n + 1

I , n + 1 |= ψ

n + 2 n + k

I , n + k |= ψ

y y y y y- - - - -- r r rr r r
n

I , n |= ψ

n + 1

I , n + 1 |= ψ

n + 2

I,n+k−1 |=ψ

n + k

I,n+k |=ψ
I,n+k |=χ
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Семантика PLTL

7. Если ϕ = χRψ, то

I , n |= ϕ ⇐⇒ либо для любого k, k ≥ 0, верно I , n + k |= ψ,

либо существует такое k, k ≥ 0, что I , n + k |= χ,
и для любого i , 0 ≤ i ≤ k, верно I , n + i |= ψ.

y y y y y- - - - -- r r rr r r
n

I , n |= ψ

n + 1

I , n + 1 |= ψ

n + 2 n + k

I , n + k |= ψ

y y y y y- - - - -- r r rr r r
n

I , n |= ψ

n + 1

I , n + 1 |= ψ

n + 2

I,n+k−1 |=ψ

n + k

I,n+k |=ψ
I,n+k |=χ



ЛОГИКА ЛИНЕЙНОГО ВРЕМЕНИ PLTL
Будем называть формулу PLTL ϕ

I выполнимой в интерпретации I , если верно I , 0 |= ϕ
(обозначается I |= ϕ);

I PLTL-общезначимой , если для любой интерпретации I
верно I |= ϕ (обозначается |= ϕ).

Чтобы облегчить запись формул и избавиться от лишних
скобок, условимся, что
одноместные темпоральные операторы X, F, G обладают таким
же приоритетом, как отрицание ¬,
а двухместные темпоральные операторы U, R имеют
наивысший приоритет среди двухместных связок.

Таким образом, запись

Xp1Up2&Fp3 → ¬p1Rp2

обозначает формулу(
((Xp1)Up2)&(Fp3)

)
→

(
(¬p1)Rp2

)
.
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Равносильные формулы

Темпоральные операторы PLTL связаны друг с другом
определенными соотношениями (равносильностями).
Вот наиболее важные из соотношений равносильности.

Законы двойственности.

1. |= ¬Xϕ ≡ X¬ϕ;
2. |= ¬Fϕ ≡ G¬ϕ;
3. |= ¬Gϕ ≡ F¬ϕ;
4. |= ¬(ϕUψ) ≡ ¬ϕR¬ψ;
5. |= ¬(ϕRψ) ≡ ¬ϕU¬ψ.

Доказательство. Следует непосредственно из определения
отношения выполнимости.
Покажем справедливость соотношения 4).
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Темпоральные операторы PLTL связаны друг с другом
определенными соотношениями (равносильностями).
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Доказательство.
Пусть I , 0 |= ¬(ϕUψ), т. е. I , 0 6|= ϕUψ. Тогда согласно
определению отношения выполнимости для оператора U верно
хотя бы одно из двух:

1. либо для любого k , k ≥ 0, верно I , k 6|= ψ

y y y y y- - - - -- r r r
0

I , 0 6|= ψ

1

I , 1 6|= ψ

2 k

I , k 6|= ψ

2. либо существует такое k , k ≥ 0, что I , k 6|= ψ, I , k 6|= ϕ
и при этом для любого i если 0 ≤ i < k , то I , k 6|= ψ, I , k |= ϕ

y y y y y- - - - -- r r rr r r
0

I , 0 |= ϕ
I , 0 6|= ψ

1

I , 1 |= ϕ
I , 1 6|= ψ

2

I,k−1 |=ϕ
I,k−1 6|= ψ

k

I,k 6|=ϕ
I,k 6|= ψ
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Доказательство.
Но это означает, что верно хотя бы одно из двух:

1. либо для любого k , k ≥ 0, верно I , k |= ¬ψ

y y y y y- - - - -- r r r
0

I , 0 |= ¬ψ

1

I , 1 |= ¬ψ

2 k

I , k |= ¬ψ

2. либо существует такое k , k ≥ 0, что I , k |= ¬ψ, I , k |= ¬ϕ
и при этом для любого i если 0 ≤ i < k , то I , k |= ¬ψ

y y y y y- - - - -- r r rr r r
0

I , 0 |= ¬ψ

1

I , 1 |= ¬ψ

2

I,k−1 |= ¬ψ

n + k

I,k |=¬ϕ
I,k |=¬ψ

А это как раз и означает, что I , 0 |= (¬ϕ)R(¬ψ).
Значит, I |= ¬(ϕUψ) → ¬ϕR¬ψ для любой интерпретации I .
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Доказательство.

Проводя аналогичные рассуждения покажите самостоятельно ,
что верно соотношение

I |= ¬ϕR¬ψ → ¬(ϕUψ),

а также остальные законы двойственности темпоральных
операторов.
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Равносильные формулы

Законы взаимной зависимости.

1. |= Fϕ ≡ ¬G¬ϕ;
2. |= Gϕ ≡ ¬F¬ϕ;
3. |= ϕUψ ≡ ¬(¬ϕR¬ψ);
4. |= ϕRψ ≡ ¬(¬ϕU¬ψ);
5. |= Fϕ ≡ true Uϕ;
6. |= Gϕ ≡ false Rϕ.

Доказательство. Самостоятельно.



ЛОГИКА ЛИНЕЙНОГО ВРЕМЕНИ PLTL

Равносильные формулы

Законы неподвижной точки.

1. |= Fϕ ≡ ϕ ∨ XFϕ;
2. |= Gϕ ≡ ϕ & XGϕ;
3. |= ϕUψ ≡ ψ ∨ (ϕ & X(ϕUψ);
4. |= ϕRψ ≡ ψ & (ϕ ∨ X(ϕRψ).

Доказательство. Самостоятельно.
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Равносильные формулы

А какие законы дистрибутивности верны?

1. |= F(ϕ ∨ ψ) ≡???;
2. |= G(ϕ ∨ ψ) ≡???;
3. |= F(ϕ&ψ) ≡???;
4. |= G(ϕ&ψ) ≡???;
5. |= ϕU(ψ ∨ χ) ≡???;
6. |= ϕU(ψ&χ) ≡???

7. |= (ϕ ∨ χ)Uχ ≡???;
8. |= (ϕ&χ)Uχ ≡???.
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Выразительные возможности PLTL

А теперь посмотрим, насколько адекватно и просто можно
выражать при помощи PLTL те требования, которые
предъявляются к поведению распределенных систем программ.

1. Всякий раз, когда принтер свободен и хотя бы один
компьютер собирается отправить данные на печать,
принтер будет рано или поздно занят;

2. Всякий раз, после того как принтер оказался занят, он
должен когда-нибудь приступить к печати;

3. Компьютер, завершивший печать, должен когда-нибудь
освободить принтер;

4. Данные на печать всегда передает не более чем один
компьютер.
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Выразительные возможности PLTL

Введем следующие атомарные высказывания, соответствующие
основным событиям вычислений программы:

1. tryi — i-ый компьютер собирается отправить данные на
печать;

2. pri — i-ый компьютер передает данные на печать;
3. free — принтер свободен;
4. busy — принтер занят.

Пусть имеется система, состоящая из 2 компьютеров.
Тогда все перечисленные требования выражаются формулами
PLTL так.
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Выразительные возможности PLTL

1. Всякий раз, когда принтер свободен и хотя бы один
компьютер собирается отправить данные на печать,
принтер будет рано или поздно занят:

ϕ1 = G((free & (try1 ∨ try2)) → Fbusy) ;

2. Всякий раз, после того как принтер оказался занят, он
должен когда-нибудь приступить к печати:

ϕ2 = G(free & Xbusy → XF(pr1 ∨ pr2)) ;
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Выразительные возможности PLTL

3. Компьютер, завершивший печать, должен когда-нибудь
освободить принтер:

ϕ3i = G(pri & X¬pri → XFfree) ;

4. Данные на печать всегда передает не более чем один
компьютер:

ϕ4 = G(¬(pr1 & pr2)) .
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Выразительные возможности PLTL

5. До тех пор пока хотя бы один компьютер отправляет
данные на печать, принтер остается занятым:

ϕ5 = G((¬(pr1 ∨ pr2) R busy) ;

или может быть это лучше выразить так:

ϕ′5 = G(busy R (¬(pr1 ∨ pr2))) ?

или может быть так:

ϕ′′5 = G((pr1 ∨ pr2) → busy) ?



РАЗМЕЧЕННЫЕ СИСТЕМЫ ПЕРЕХОДОВ
Теперь мы можем использовать PLTL в качестве формального
языка спецификации программ.
Чтобы иметь возможность проверить, удовлетворяют ли все
вычисления распределенной системы программ заданным
спецификациям, которые представлены формулами PLTL,
нужно определить математическую модель программ.
При разработке математической модели программ нужно
стремиться к тому, чтобы

I каждое вычисление распределенной системы программ
представляло собой темпоральную интерпретацию;

I вычисления программ в предложенной математической
модели соответствовали реальному поведению
вычислительных устройств, выполняющих эти программы;

I модель программ имела простое устройство.

В качестве такой модели программ мы будем использовать
размеченные системы переходов .
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Определение LTS
Размеченная система переходов (LTS, Labelled Transition
System) — это пятерка 〈AP,S ,S0,−→, ρ〉, в которой

1. AP — множество атомарных высказываний;
2. S — непустое множество состояний вычислений;
3. S0, S0 ⊆ S , — непустое подмножество начальных

состояний;
4. −→⊆ S × S , — тотальное отношение переходов,

тотальность отношения −→ означает, что для любого
состояния s, s ∈ S , существует такое состояние s ′, что
s −→ s ′ (т. е. из любого состояния можно сделать хотя бы
один переход);

5. ρ : S → 2AP — функция разметки, приписывающая
каждому состоянию вычислений s, s ∈ S , множество
ρ(s), ρ(s) ⊆ AP, всех тех атомарных высказываний,
которые являются истинными в состоянии s.
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Пример LTS
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s2 , {p} s4 , {p, q} s6 , {p, q} s7 , {p}

M = 〈AP,S ,S0,T , ρ〉

AP = {p, q}, S = {s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7}, S0 = {s1, s2}
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LTS и PLTL-интерпретации
Трассой в LTS M = 〈AP,S ,S0,−→, ρ〉 называется всякая
бесконечная последовательность состояний

tr = si0 , si1 , . . . , sin , sin+1 , . . . , (∗)

в которой для любого n, n > 0, верно (sin −→ sin+1).

Если si0 — начальное состояние, si0 ∈ S0, то трасса tr
называется начальной трассой.
Запись Tr(M) обозначает множество всех трасс LTS M, а
запись Tr0(M) — множество всех начальных трасс LTS M.

Каждой трассе tr ∈ Tr(M) вида (∗) сопоставим
PLTL-интерпретацию I (tr) = 〈N,≤, ξ〉, в которой для любого
n, n ≥ 0, и p, p ∈ AP, верно соотношение

ξ(n, p) = true ⇐⇒ p ∈ ρ(sin) .
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Пример LTS
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Пример LTS
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Пример LTS
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Пример LTS
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Пример LTS
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LTS и распределенные программы
LTS, соответствующую программе π, можно построить так:

I Состояниями LTS полагаются состояния вычисления
программы. Состояние вычисления программы π — это
пара (состояние управления, состояние данных). Состояние
управления — это значение счетчика команд программы.
Состояние данных — это подстановка, указывающея
соответствие между переменными и их значениями.

I Если в точке count1 программы π выполняется оператор
op, преобразующий данные из состояния ξ1 в состояние ξ2
и передающий управление в точку count2, то в LTS
имеется переход (count1, ξ1) −→ (count2, ξ2).

I Атомарным высказыванием p может быть любая формула
логики предикатов, зависящая от переменных программы
и счетчика команд. Разметка ρ определяется так:
p ∈ ρ((count, ξ)) ⇐⇒ Iπ |= p[(count, ξ)].
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Программа драйвера π1

while true do

L1: while R 6= free do wait od ;

L2: R = busy ;

L3: output(X,printer);

L4: R = free;
od



РАЗМЕЧЕННЫЕ СИСТЕМЫ ПЕРЕХОДОВ

LTS для программы π1it (L1, {R/free})

?i(L2, {R/free})

?i� �	�
(L3, {R/busy})

?i(L4, {R/busy})

'

&

- it� �	�

(L1, {R/busy})
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LTS и распределенные программы
Некоторые переменные программы могут быть доступны для
других программ (т. н. разделяемые переменные ) или для
окружающей среды (датчики, сенсоры, средства управления).

В том случае, когда программа π взаимодействует с
окружающей средой, в LTS Mπ вносятся следующие
изменения:

для каждого состояния (l , ξ) вводятся переходы (l , ξ) −→ (l , ξ′)
во всевозможные состояния (l , ξ′), в которых подстановки ξ′,
отличающиеся от ξ только значениями переменных, доступных
для окружающей среды.

Например, полагая, что регистр принтера R — это тумблер,
который может переключаться сколь угодно часто в разные
моменты времени, получим следующую LTS, описывающую
взаимодействие драйвера принтера с окружающей средой
(пользователем принтера).



РАЗМЕЧЕННЫЕ СИСТЕМЫ ПЕРЕХОДОВ

LTS для системы π1 ‖ environment
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РАЗМЕЧЕННЫЕ СИСТЕМЫ ПЕРЕХОДОВ

LTS и распределенные программы
LTS для распределенной системы, состоящей из двух процессов
π1 и π2, взаимодействующих посредством разделяемых
переменных, строится на основе семантики чередующихся
вычислений.



РАЗМЕЧЕННЫЕ СИСТЕМЫ ПЕРЕХОДОВ

LTS и распределенные программы
LTS для распределенной системы, состоящей из двух процессов
π1 и π2, взаимодействующих посредством разделяемых
переменных, строится на основе семантики чередующихся
вычислений.

Состояниями LTS для системы π1 ‖ π2 объявляются наборы
(count1, count2, ξ1, ξ2, χ), где

I count1, count2 — значения счетчиков команд процессов π1

и π2,
I ξ1, ξ2 — подстановки, определяющие значения локальных

переменных процессов π1 и π2,
I χ — подстановка, определяющая значения разделяемых

переменных.



РАЗМЕЧЕННЫЕ СИСТЕМЫ ПЕРЕХОДОВ

LTS и распределенные программы
LTS для распределенной системы, состоящей из двух процессов
π1 и π2, взаимодействующих посредством разделяемых
переменных, строится на основе семантики чередующихся
вычислений.

Переход (count1, count2, ξ1, ξ2, χ) −→ (count ′1, count ′2, ξ
′
1, ξ

′
2, χ

′)
возможен в том и только том случае, когда выполнено одно из
двух условий:

I в LTS M(π1) есть переход (count1, ξ1, χ) −→ (count ′1, ξ
′
1, χ

′)
и при этом count ′2 = count2, ξ′2 = ξ2;

I в LTS M(π2) есть переход (count2, ξ2, χ) −→ (count ′2, ξ
′
2, χ

′)
и при этом count ′1 = count1, ξ′1 = ξ1.

Таким образом, в семантике чередующихся вычислений
параллельное выполнение процессов распределенной системы
моделируется недетерминированным выбором того или иного
порядка, в котором выполняются действия разных процессов.



РАЗМЕЧЕННЫЕ СИСТЕМЫ ПЕРЕХОДОВ

LTS для программы π′ и программы π′′
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РАЗМЕЧЕННЫЕ СИСТЕМЫ ПЕРЕХОДОВ

LTS для системы π′
1 ‖ π′′
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ЗАДАЧА ВЕРИФИКАЦИИ МОДЕЛЕЙ
ПРОГРАММ

Итак, для верификации распределенных программ нужны
I требования правильности (спецификации) вычислений

программы, представленные формулой PLTL ϕ,
I математическая модель распределенной программы π,

представленная конечной LTS M(π).
Тогда для проверки правильности программы π достаточно
проверить, что для любой трассы tr , tr ∈ Tr0(M(π)), формула
ϕ выполняется в темпоральной интерпретации I (tr), т. е. имеет
место I (tr), 0 |= ϕ.

Воспользуемся записью M |= ϕ для обозначения утверждения
«для любой трассы tr , tr ∈ Tr0(M), имеет место I (tr), 0 |= ϕ».



ЗАДАЧА ВЕРИФИКАЦИИ МОДЕЛЕЙ
ПРОГРАММ

Задача верификации моделей программ (model checking) для
PLTL формулируется так:

для заданной формулы PLTL ϕ и LTS M проверить M |= ϕ.

Существует ли алгоритм решения
задачи верификации моделей

программ?



КОНЕЦ ЛЕКЦИИ 21.



Îñíîâû
ìàòåìàòè÷åñêîé

ëîãèêè è ëîãè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ËÅÊÒÎÐ: Â.À. Çàõàðîâ



Ëåêöèÿ 22.

Çàäà÷à âåðèôèêàöèè ìîäåëåé

ïðîãðàìì.

Ïîäôîðìóëû Ôèøåðà-Ëàäíåðà.

Òàáëè÷íûé ìåòîä âåðèôèêàöèè

ìîäåëåé ïðîãðàìì.

Àëãîðèòì âåðèôèêàöèè ìîäåëåé

ïðîãðàìì.



ÇÀÄÀ×À ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ ÌÎÄÅËÅÉ
ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Çàäà÷à model checking äëÿ PLTL

Äëÿ çàäàííîé ôîðìóëû PLTL ϕ è êîíå÷íîé LTS M ïðîâåðèòü M |= ϕ.

Ïî÷åìó çàäà÷à model checking íåïðîñòà? Ïîòîìó ÷òî

I âûïîëíèìîñòü ôîðìóë PLTL ïðîâåðÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íûõ

èíòåðïðåòàöèÿõ,

I Â LTS M èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî èíòåðïðåòàöèé (òðàññ).

Ïî÷åìó çàäà÷à model checking èìååò ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå?

Ïîòîìó ÷òî

I âñå ýòî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ èíòåðïðåòàöèé

¾óïàêîâàíî¿ â êîíå÷íóþ ñòðóêòóðó � LTS M.



ÇÀÄÀ×À ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ ÌÎÄÅËÅÉ
ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Çàìûñåë òàáëè÷íîãî ìåòîäà

1. Âìåñòî ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè ϕ âî âñåõ èíòåðïðåòàöèÿõ

ëó÷øå çàíÿòüñÿ ïîèñêîì êîíòðìîäåëè � èíòåðïðåòàöèè I ,
â êîòîðîé íå âûïîëíÿåòñÿ ϕ.

2. Âûïîëíèìîñòü âñÿêîé ôîðìóëû ψ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ

âûïîëíèìîñòüþ åå ïîäôîðìóë. Ïîýòîìó (íå)âûïîëíèìîñòü

ôîðìóë ìîæíî ïðîâåðÿòü èíäóêòèâíî.

3. (Íå)âûïîëíèìîñòü ôîðìóëû íà îäíîé èç òðàññ LTS M,

íà÷èíàþùåéñÿ â ñîñòîÿíèè s, � ýòî ñâîéñòâî ñîñòîÿíèÿ s.
Çíà÷èò, ïðîâåðÿÿ (íå)âûïîëíèìîñòü âñåõ ïîäôîðìóë

ôîðìóëû ϕ äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé LTS M, ìîæíî âû÷èñëèòü

ìíîæåñòâî Sϕ âñåõ òåõ ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ íå

âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà ϕ. Åñëè S0 ∩ Sϕ 6= ∅, òî M 6|= ϕ.



ÇÀÄÀ×À ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ ÌÎÄÅËÅÉ
ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Äëÿ çàäàííîé LTS M = 〈AP, S , S0,−→, ρ〉, òðàññû
tr = si0 , si1 , . . . , sin , sin+1 , . . . â LTS M è ôîðìóëû PLTL ϕ áóäåì

èñïîëüçîâàòü çàïèñü

I tr |= ϕ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ âûïîëíèìîñòè

I (tr), 0 |= ϕ;

I tr [j ] äëÿ îáîçíà÷åíèÿ j-ãî ñîñòîÿíèÿ sij â òðàññå tr ;

I tr |j äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òðàññû tr ′ = sij , sij+1
, . . . , ÿâëÿþùåéñÿ

ñóôôèêñîì òðàññû tr , íà÷èíàþùåéñÿ ñîñòîÿíèåì sij .



ÇÀÄÀ×À ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ ÌÎÄÅËÅÉ
ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Óòâåðæäåíèå 1.

Äëÿ ëþáîé LTS M è ôîðìóëà PLTL ϕ âåðíî

M 6|= ϕ ⇐⇒ ñóùåñòâóåò òàêàÿ íà÷àëüíàÿ òðàññà tr , tr ∈ Tr0(M),
äëÿ êîòîðîé tr 6|= ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñàìîñòîÿòåëüíî.

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî çàäà÷è M |= ϕ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

äðóãóþ çàäà÷ó:

íàéòè â LTS M íà÷àëüíóþ òðàññó tr , äëÿ êîòîðîé tr 6|= ϕ.

Åñëè òàêîé òðàññû íàéòè íå óäàñòñÿ, òî âåðíî M |= ϕ.



ÇÀÄÀ×À ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ ÌÎÄÅËÅÉ
ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèâåäåíèå ôîðìóëû ê ïîçèòèâíîé ôîðìå

Ïðèìåíÿÿ ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, óïðîñòèì ôîðìóëó ϕ.

Ýòàï 1. Óäàëåíèå èìïëèêàöèè → è òåìïîðàëüíûõ îïåðàòîðîâ

G,F íà îñíîâàíèè çàêîíîâ âçàèìíîé çàâèñèìîñòè

|= ψ → ψ ≡ ¬ψ ∨ χ;
|= Fψ ≡ true Uψ; |= Gψ ≡ false Rψ.

Ýòàï 2. Ïðîäâèæåíèå ¬ âãëóáü ôîðìóëû íà îñíîâàíèè çàêîíîâ

äâîéñòâåííîñòè

|= ¬(ψ&χ) ≡ ¬ψ ∨ ¬χ; |= ¬(ψ ∨ χ) ≡ ¬ψ&¬χ;
|= ¬¬ψ ≡ ψ; |= ¬Xψ ≡ X¬ψ;
|= ¬(ψUχ) ≡ ¬ψR¬χ; |= ¬(ψRχ) ≡ ¬ψU¬χ.



ÇÀÄÀ×À ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ ÌÎÄÅËÅÉ
ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Óòâåðæäåíèå 2.

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ýòàïîâ

1 è 2 ëþáàÿ ôîðìóëà PLTL ϕ ïðèâîäèòñÿ ê ðàâíîñèëüíîé

ôîðìóëå ϕ′, ïðåäñòàâëåííîé â ïîçèòèâíîé ôîðìå, â êîòîðîé

I èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ∨,&,¬ è

òåìïîðàëüíûå îïåðàòîðû X,F,G,

I ñâÿçêà ¬ ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ê àòîìàðíûì âûñêàçûâàíèÿì

p, p ∈ AP.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñàìîñòîÿòåëüíî.



ÇÀÄÀ×À ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ ÌÎÄÅËÅÉ
ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèâåäåíèå ôîðìóëû ê ïîçèòèâíîé ôîðìå

Ïðèìåð.

ϕ = G(free & Xbusy → XF(pr1 ∨ pr2)).

Ýòàï 1.

ϕ′ = false R (¬(free & Xbusy) ∨ X(true U(pr1 ∨ pr2))).

Ýòàï 2.

ϕ1 = false R (¬free ∨ X¬busy ∨ X(true U(pr1 ∨ pr2))).



ÏÎÄÔÎÐÌÓËÛ ÔÈØÅÐÀ�ËÀÄÍÅÐÀ

Ïóñòü ϕ1 � ôîðìóëà PLTL â ïîçèòèâíîé ôîðìå. Òîãäà

ìíîæåñòâîì ïîäôîðìóë Ôèøåðà�Ëàäíåðà íàçûâàåòñÿ

íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî ôîðìóë PLTL FLSubϕ1 , ñîäåðæàùåå

ôîðìóëó ϕ1 è óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

I åñëè p ∈ FLSubϕ1 è p ∈ AP, òî ¬p ∈ FLSubϕ1 ,

I åñëè ψ&χ ∈ FLSubϕ1 , òî {ψ, χ} ⊆ FLSubϕ1 ,

I åñëè ψ ∨ χ ∈ FLSubϕ1 , òî {ψ, χ} ⊆ FLSubϕ1 ,

I åñëè ¬ψ ∈ FLSubϕ1 , òî ψ ∈ FLSubϕ1 ,

I åñëè Xψ ∈ FLSubϕ1 , òî ψ ∈ FLSubϕ1 ,

I åñëè ψUχ ∈ FLSubϕ1 , òî {ψ, χ,X(ψUχ)} ⊆ FLSubϕ1 ,

I åñëè ψRχ ∈ FLSubϕ1 , òî {ψ, χ,X(ψRχ)} ⊆ FLSubϕ1 .

Óòâåðæäåíèå 3.

Åñëè ϕ1 ñîäåðæèò n ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è òåìïîðàëüíûõ

îïåðàòîðîâ, òî |FLSubϕ1 | ≤ 3n.



ÏÎÄÔÎÐÌÓËÛ ÔÈØÅÐÀ�ËÀÄÍÅÐÀ

Ïðèìåð.

Ïóñòü

ϕ1 = false R (¬free ∨ X¬busy ∨ X(true U(pr1 ∨ pr2))).

Òîãäà

FLSubϕ1 = {ϕ1,
false,Xϕ1, ¬free ∨ X¬busy ∨ X(true U(pr1 ∨ pr2)),
¬free, X¬busy , X(true U(pr1 ∨ pr2)),
free,¬busy , true U(pr1 ∨ pr2),
busy , true, pr1 ∨ pr2,
pr1, pr2, ¬pr1, ¬pr2}.



ÏÎÄÔÎÐÌÓËÛ ÔÈØÅÐÀ�ËÀÄÍÅÐÀ

Next-ïîäôîðìóëû

Ïóñòü ϕ1 � ôîðìóëà PLTL â ïîçèòèâíîé ôîðìå è FLSubϕ1 �

ìíîæåñòâîì ïîäôîðìóë Ôèøåðà�Ëàäíåðà ôîðìóëû ϕ1.

Òîãäà çàïèñü XSubϕ1 áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ òåõ

ïîäôîðìóë Ôèøåðà�Ëàäíåðà, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ îïåðàòîðîì

X (neXttime), ò. å.

XSubϕ1 = {ψ : ψ = Xχ, ψ ∈ FLSubϕ1}.

Ïðèìåð.

Ïóñòü

ϕ1 = false R (¬free ∨ X¬busy ∨ X(true U(pr1 ∨ pr2))).

Òîãäà
XSubϕ1 = {Xϕ1, X¬busy ,

X(true U(pr1 ∨ pr2))}.



ÏÎÄÔÎÐÌÓËÛ ÔÈØÅÐÀ�ËÀÄÍÅÐÀ

(Until-Release)-ïîäôîðìóëû

Ïóñòü ϕ1 � ôîðìóëà PLTL â ïîçèòèâíîé ôîðìå è FLSubϕ1 �

ìíîæåñòâîì ïîäôîðìóë Ôèøåðà�Ëàäíåðà ôîðìóëû ϕ1.

Òîãäà çàïèñü URSubϕ1 áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ òåõ

ïîäôîðìóë Ôèøåðà�Ëàäíåðà, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ îïåðàòîðîì

U (Until) èëè R (Release), ò. å.

USubϕ1 = {ψ : ψ = χ1Uχ2, ψ ∈ FLSubϕ1}∪
{ψ : ψ = χ1Rχ2, ψ ∈ FLSubϕ1}.

Ïðèìåð.

Ïóñòü

ϕ1 = false R (¬free ∨ X¬busy ∨ X(true U(pr1 ∨ pr2))).

Òîãäà

USubϕ1 = {ϕ1, true U(pr1 ∨ pr2)}.



ÏÎÄÔÎÐÌÓËÛ ÔÈØÅÐÀ�ËÀÄÍÅÐÀ

Ñîãëàñîâàííûå ìíîæåñòâà ïîäôîðìóë

Ïóñòü ϕ1 � ôîðìóëà PLTL â ïîçèòèâíîé ôîðìå, è FLSubϕ1 �

ìíîæåñòâî ïîäôîðìóë Ôèøåðà�Ëàäíåðà äëÿ ϕ1.

Òîãäà ñîãëàñîâàííûì ìíîæåñòâîì ïîäôîðìóë ôîðìóëû ϕ1

íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî B , B ⊆ FLSubϕ1 ,

óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. true ∈ B , false /∈ B ,

2. äëÿ ëþáîãî àòîìàðíîãî âûñêàçûâàíèÿ

p, p ∈ AP ∩ FLSubϕ1 , âûïîëíÿåòñÿ â òî÷íîñòè îäíî èç

äâóõ âêëþ÷åíèé: ëèáî p ∈ B , ëèáî ¬p ∈ B ;

3. ψ ∨ χ ∈ B ⇐⇒ ψ ∈ B èëè χ ∈ B ,

4. ψ&χ ∈ B ⇐⇒ ψ ∈ B è χ ∈ B ,

5. ψUχ ∈ B ⇐⇒ χ ∈ B èëè {ψ,X(ψUχ)} ⊆ B ,

6. ψRχ ∈ B ⇐⇒ χ ∈ B è ïðè ýòîì ψ ∈ B èëè X(ψRχ) ∈ B .



ÏÎÄÔÎÐÌÓËÛ ÔÈØÅÐÀ�ËÀÄÍÅÐÀ
Ñîãëàñîâàííûå ìíîæåñòâà ïîäôîðìóë

Ñîãëàñîâàííûå ìíîæåñòâà ïîäôîðìóë � ýòî ìàêñèìàëüíûå

ìíîæåñòâà ôîðìóë, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ¾ÿâíûõ¿

ïðîòèâîðå÷èé, ò. å. òàêèõ ïðîòèâîðå÷èé, êîòîðûå ìîæíî

îáíàðóæèòü â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè.

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ ôîðìóë

Xp � çàâòðà ÿ ïîéäó íà ëåêöèþ,

X¬p � çàâòðà ÿ íå ïîéäó íà ëåêöèþ,

ìîæåò áûòü ñîãëàñîâàííûì (õîòÿ è ïðîòèâîðå÷èâûì),

ïîñêîëüêó ñåãîäíÿ âîçìîæíîå ïðîòèâîðå÷èå, ñîäåðæàùååñÿ â

ýòèõ âûñêàçûâàíèÿõ, íå ïðîÿâëÿåòñÿ.

Ñîãëàñîâàííîå ìíîæåñòâî ïîäôîðìóë ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì

ñåìàíòè÷åñêîé òàáëèöû � îíî âûðàæàåò íàøå ïîæåëàíèå

ñäåëàòü âñå óòâåðæäåíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå,

èñòèííûìè, à âñå óòâåðæäåíèÿ, íå ñîäåðæàùèåñÿ â íåì, �

ëîæíûìè.



ÏÎÄÔÎÐÌÓËÛ ÔÈØÅÐÀ�ËÀÄÍÅÐÀ

Ñîãëàñîâàííûå ìíîæåñòâà ïîäôîðìóë

Ïðèìåð.

Ïóñòü

FLSubϕ1 = {free, busy , pr1, pr2, ¬free, ¬busy , ¬pr1, ¬pr2,
pr1 ∨ pr2,
true U(pr1 ∨ pr2),
X¬busy ,X(true U(pr1 ∨ pr2)),
¬free ∨ X¬busy ∨ X(true U(pr1 ∨ pr2)),
ϕ1,Xϕ1}.

Òîãäà îäíèì èç ñîãëàñîâàííûõ ìíîæåñòâ ïîäôîðìóë ôîðìóëû

ϕ1 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

B = {true, pr1, ¬pr2,¬free, busy ,X¬busy ,
true U(pr1 ∨ pr2), X(true U(pr1 ∨ pr2)), ϕ1}.



ÏÎÄÔÎÐÌÓËÛ ÔÈØÅÐÀ�ËÀÄÍÅÐÀ

Óòâåðæäåíèå 4.

Ïóñòü I � ïðîèçâîëüíàÿ òåìïîðàëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ, è ϕ1 �

ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà â ïîçèòèâíîé ôîðìå.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè n ìíîæåñòâî ôîðìóë

Bn = {ψ : ψ ∈ FLSubϕ1 è I , n |= ψ}

ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñàìîñòîÿòåëüíî. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ

ñîãëàñîâàííîãî ìíîæåñòâà.

À âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: êàæäîå ñîãëàñîâàííîå

ìíîæåñòâî ôîðìóë âûïîëíèìî â íåêîòîðîé èíòåðïðåòàöèè â

íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè?



ÏÎÄÔÎÐÌÓËÛ ÔÈØÅÐÀ�ËÀÄÍÅÐÀ

Óòâåðæäåíèå 5.

Ïóñòü ϕ1 � ôîðìóëà PLTL â ïîçèòèâíîé ôîðìå. Òîãäà

1. äëÿ ëþáîé ïàðû B ′ ⊆ AP ∩ FLSubϕ1 , B
′′ ⊆ XSubϕ1 ,

ñóùåñòâóåò òàêîå ñîãëàñîâàííîå ìíîæåñòâî ïîäôîðìóë B ,
äëÿ êîòîðîãî âåðíî B ∩ AP = B ′, B ∩ XSubϕ1 = B ′′;

2. äëÿ ëþáîé ïàðû B1 è B2 ñîãëàñîâàííûõ ìíîæåñòâ

ïîäôîðìóë Ôèøåðà-Ëàäíåðà ϕ1 âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

B1 =B2 ⇐⇒ B1 ∩ AP=B2 ∩ AP è

B1 ∩ XSubϕ1 =B1 ∩ XSubϕ1 .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñàìîñòîÿòåëüíî.

Óòâåðæäåíèå 6.

Åñëè ϕ1 ñîäåðæèò n ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è òåìïîðàëüíûõ

îïåðàòîðîâ, òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñîãëàñîâàííûõ ìíîæåñòâ

ïîäôîðìóë Ôèøåðà-Ëàäíåðà íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû 23n.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ
ÌÎÄÅËÅÉ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïóñòü çàäàíà ôîðìóëû PLTL ϕ è êîíå÷íàÿ LTS

M = 〈AP, S , S0,−→, ρ〉.
Íóæíî ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü M |= ϕ.

Äëÿ ýòîãî

1. ôîðìóëà ϕ ïðèâîäèòñÿ ê ïîçèòèâíîé ôîðìå ϕ1,

2. äëÿ ôîðìóëû ϕ1 ñòðîÿòñÿ
I ìíîæåñòâî ïîäôîðìóë Ôèøåðà�Ëàäíåðà FLSubϕ1 ,
I ìíîæåñòâî Next-ïîäôîðìóë XSubϕ1 ,
I ìíîæåñòâî U-ïîäôîðìóë FLSubϕ1 ,
I ñîâîêóïíîñòü Conϕ1 âñåõ âîçìîæíûõ ñîãëàñîâàííûõ

ìíîæåñòâ ïîäôîðìóë Ôèøåðà�Ëàäíåðà.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ
ÌÎÄÅËÅÉ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ñèñòåìîé Õèíòèêêè äëÿ ôîðìóëû PLTL ϕ1 è LTS M
íàçûâàåòñÿ ðàñêðàøåííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô

Gϕ1,M = (V ,E ) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì äóã E ,
êîòîðûå óñòðîåíû òàê:

V = {(s,B) : s ∈ S , B ∈ Conϕ1 , ρ(s) = B ∩ AP},

ò. å. âåðøèíàìè ãðàôà ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû

(ñîñòîÿíèå s, ñîãëàñîâàííîå ìíîæåñòâî B),
äëÿ êîòîðûõ ðàçìåòêà ρ(s) ñîñòîÿíèÿ s ïîäòâåðæäàåò
èñòèííîñòü âñåõ àòîìàðíûõ âûñêàçûâàíèé ìíîæåñòâà B ;

E = {〈(s ′,B ′), (s ′′,B ′′)〉 : s ′ −→ s ′′

è äëÿ ëþáîé Next-ïîäôîðìóëû Xψ,Xψ ∈ XSubϕ1 ,
âåðíî Xψ ∈ B ′ ⇐⇒ ψ ∈ B ′′},

ò. å. äóãàìè ãðàôà ÿâëÿþòñÿ âñå òàêèå ïåðåõîäû LTS M,

êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîäòâåðäèòü âñå îáåùàíèÿ Xψ âûïîëíèòü

ψ â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ

Òåïåðü ïðîâåäåì ðàñêðàñêó âåðøèí ãðàôà Γϕ1,M = (V ,E ).
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî (Until-Release)-ïîäôîðìóë

URSubϕ1 = {χ′
1Uχ

′′
1, . . . , χ

′
kUχ

′′
k , χ

′
k+1Rχ

′′
k+1, . . . , χ

′
k+mRχ

′′
k+m}.

Êàæäîé ôîðìóëå ψi èç ìíîæåñòâà URSubϕ1 ñîïîñòàâèì

èíäèâèäóàëüíûé öâåò i .
Ðàñêðàñèì â öâåò i âñå âåðøèíû (s,B), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

õîòÿ áû îäíî èç äâóõ óñëîâèé

â ñëó÷àå, êîãäà ψi = χ′
iUχ

′′
i : â ñëó÷àå, êîãäà ψi = χ′

iRχ
′′
i :

1) χ′′
i ∈ B , 1) χ′′

i /∈ B ,
2) X(χ′

iUχ
′′
i ) /∈ B . 2) X(χ′

iRχ
′′
i ) ∈ B .

Áåñêîíå÷íûé ìàðøðóò

(si1 ,Bi1), (si2 ,Bi2), . . . , (sin ,Bin), . . .

â ãðàôå Γϕ1,M íàçîâåì ðàäóæíûì, åñëè â íåì áåñêîíå÷íî ÷àñòî

âñòðå÷àþòñÿ âåðøèíû êàæäîãî öâåòà 1, 2, . . . , k .



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ

Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû PLTL ϕ1 â ïîçèòèâíîé ôîðìå è LTS

M = 〈AP, S , S0,−→, ρ〉

M 6|= ϕ1

m

â ãðàôå Γϕ1,M ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ðàäóæíûé ìàðøðóò,

èñõîäÿùèé èç âåðøèíû v0 = (s0,B0), â êîòîðîé s0 ∈ S0 è
ϕ1 /∈ B0.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ

Äîêàçàòåëüñòâî.

(⇑) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðàôå Γϕ1,M åñòü ðàäóæíûé ìàðøðóò

(s0,B0), (s1,B1), . . . , (sn,Bn), (sn+1,Bn+1), . . .

óêàçàííîãî âèäà, â êîòîðîì ϕ1 /∈ B0.

Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñèñòåìû Õèíòèêêè Γϕ1,M â LTS M
åñòü íà÷àëüíàÿ òðàññà

tr = y y y- - - r r r y y- - - r r r
s0 s1 s2 sn sn+1

tr |0 |=B0 tr |1 |=B1 tr |2 |=B2 tr |n |=Bn tr |n+1 |=Bn+1

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ψ, ψ ∈ FLSubϕ1 , è äëÿ

ëþáîãî n, n ≥ 0, âåðíî

tr |n |= ψ ⇐⇒ ψ ∈ Bn .



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè óäàñòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

tr |n |= ψ ⇐⇒ ψ ∈ Bn (∗)

òî, ó÷èòûâàÿ ϕ1 /∈ B0, ïðèäåì ê çàêëþ÷åíèþ tr 6|= ϕ1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ (∗) âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé

ïî ÷èñëó ñâÿçîê â ôîðìóëå ψ.

Áàçèñ èíäóêöèè. p ∈ AP.

p ∈ Bn ⇐⇒ p ∈ ξ(sn) ⇐⇒ tr |n |= p .

¬p∈Bn ⇐⇒ p /∈Bn ⇐⇒ p /∈ξ(sn) ⇐⇒ tr |n 6|=p ⇐⇒ tr |n |=¬p.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä.

1. Ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè & è ∨.
ψ1&ψ2∈Bn ⇐⇒ ψ1∈Bn èψ2∈ Bn ⇐⇒ tr |n |=ψ1 è tr |n |=ψ1

⇐⇒ tr |n |=ψ1&ψ1 .

2. Òåìïîðàëüíûé îïåðàòîð X.

Xψ∈Bn ⇐⇒ ψ∈Bn+1 ⇐⇒ tr |n+1 |=ψ∈Bn+1 ⇐⇒ tr |n |=Xψ.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ
Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä.

3. Òåìïîðàëüíûé îïåðàòîð R.

3.1. Ïîêàæåì ψ1Rψ2 ∈ Bn =⇒ tr |n |= ψ1Rψ2.

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñîãëàñîâàííîãî ìíîæåñòâà

ψ1Rψ2 ∈ B ⇐⇒ ψ2∈B è ïðè ýòîì ψ1∈B èëè X(ψ1Rψ2)∈B.

Ïóñòü ψ1Rψ2 ∈ Bn. Òîãäà âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ.

Âàðèàíò 1. X(ψ1Rψ2) ∈ Bn+i äëÿ ëþáîãî i , i ≥ 0.

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ Γϕ1,M â êàæäîì ìíîæåñòâå Bn+i , i ≥ 0,
ñîäåðæèòñÿ ôîðìóëà ψ1Rψ2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ψ2 ∈ Bn+i .

Òîãäà ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ tr |n+i |= ψ2 äëÿ ëþáîãî

i , i ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, tr |n |= ψ1Rψ2.

y y y y y- - - - -- r r rr r r
n

tr |n |= ψ2

n + 1

tr |n+1 |= ψ2

n + 2 n + i

tr |n+i |= ψ2



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä.

Âàðèàíò 2. X(ψ1Rψ2) /∈ Bn+k äëÿ íåêîòîðîãî k , k ≥ 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå k0, ÷òî X(ψ1Rψ2) /∈ Bn+k0 íî

X(ψ1Rψ2) ∈ Bn+i äëÿ ëþáîãî i , 0 ≤ i < k0.

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ãðàôà Γϕ1,M â êàæäîì ìíîæåñòâå Bn+i ,

0 ≤ i ≤ k0, ñîäåðæèòñÿ ôîðìóëà ψ1Rψ2.

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ñîãëàñîâàííûõ ìíîæåñòâ ψ2 ∈ Bn+i äëÿ

ëþáîãî i , 0 ≤ i ≤ k0, è, êðîìå òîãî, ψ1 ∈ Bn+k0 .

Òîãäà ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ tr |n+i |= ψ2 äëÿ ëþáîãî

0 ≤ i ≤ k0 è tr |n+k0 |= ψ1. Çíà÷èò, tr |n |= ψ1Rψ2.

y y y y y- - - - -- r r rr r r
n

tr |n |= ψ2

n + 1

tr |n+1 |= ψ2

n + 2

tr |n+k0−1 |=ψ2

n + k

tr |n+k0 |=ψ2

tr |n+k0 |=ψ1

Èòàê, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ψ1Rψ2 ∈ Bn =⇒ tr |n |= ψ1Rψ2.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ
Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä.

3.2. Ïîêàæåì ψ1Rψ2 /∈ Bn =⇒ tr |n 6|= ψ1Rψ2.

Ïóñòü ψ1Rψ2 /∈ Bn. Ò. ê. ψ1Rψ2 ∈ URSubϕ1 ýòîé ôîðìóëå

ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé öâåò j .
Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûé ìàðøðóò

(s0,B0), (s1,B1), . . . , (sn,Bn), (sn+1,Bn+1), . . .

ÿâëÿåòñÿ ðàäóæíûì, òî âåðøèíû, îêðàøåííûå â öâåò j ,
âñòðå÷àþòñÿ â ýòîì ìàðøðóòå áåñêîíå÷íî ÷àñòî.

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîå k , k ≥ 0, ÷òî âåðøèíà (sn+k ,Bn+k) �
ïåðâàÿ, îêðàøåííàÿ â öâåò j âåðøèíà, ñëåäóþùàÿ â ýòîì

ðàäóæíîì ìàðøðóòå âñëåä çà âåðøèíîé (sn,Bn).

Èìåþòñÿ äâå ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì âåðøèíà (sn+k ,Bn+k)
îêàçàëàñü îêðàøåííîé â öâåò j :
I ψ2 /∈ Bn+k ,
I X(ψ1Rψ2) ∈ Bn+k ,

Ðàññìîòðèì êàæäûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïî îòäåëüíîñòè.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ
Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä.

Âàðèàíò 1. ψ2 /∈ Bn+k .

Ò. ê. âñå âåðøèíû (sn+i ,Bn+i ), 0 ≤ i < k íå îêðàøåíû â öâåò j ,
äëÿ êàæäîãî èç ìíîæåñòâ Bn+i , 0 ≤ i < k , âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

ψ2 ∈ Bn+i è X(ψ1Rψ2) /∈ Bn+i .

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ãðàôà Γϕ1,M äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà

Bn+i , 0 ≤ i < k , âåðíî ñîîòíîøåíèå ψ1Rψ2 /∈ Bn+i . À îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî ψ1 /∈ Bn+i äëÿ ëþáîãî i , 0 ≤ i < k .

Òîãäà ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ

tr |n+i |= ψ2 è tr |n+i 6|= ψ1 äëÿ ëþáîãî i , 0 ≤ i < k ,

tr |n+k 6|= ψ2.

y y y y y- - - - -- r r rr r r
n

tr |n |= ψ2

tr |n 6|=ψ1

n + 1

tr |n+1 |= ψ2

tr |n+1 6|=ψ1

n + 2

tr |n+k−1 |=ψ2

tr |n+k−1 6|=ψ1

n + k

tr |n+k 6|=ψ2

À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî tr |n 6|= ψ1Rψ2.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ
Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä.

Âàðèàíò 2. X(ψ1Rψ2) ∈ Bn+k .

Ò. ê. âñå âåðøèíû (sn+i ,Bn+i ), 0 ≤ i < k íå îêðàøåíû â öâåò j ,
äëÿ êàæäîãî èç ìíîæåñòâ Bn+i , 0 ≤ i < k , âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

ψ2 ∈ Bn+i è X(ψ1Rψ2) /∈ Bn+i .

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ãðàôà Γϕ1,M äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà

Bn+i , 0 ≤ i ≤ k , âåðíî ñîîòíîøåíèå ψ1Rψ2 /∈ Bn+i . À îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî ψ1 /∈ Bn+i äëÿ ëþáîãî i , 0 ≤ i < k è ψ2 /∈ Bn+k .

Òîãäà ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ

tr |n+i |= ψ2 è tr |n+i 6|= ψ1 äëÿ ëþáîãî i , 0 ≤ i < k ,

tr |n+k 6|= ψ2.

y y y y y- - - - -- r r rr r r
n

tr |n |= ψ2

tr |n 6|=ψ1

n + 1

tr |n+1 |= ψ2

tr |n+1 6|=ψ1

n + 2

tr |n+k−1 |=ψ2

tr |n+k−1 6|=ψ1

n + k

tr |n+k 6|=ψ2

È âî âòîðîì ñëó÷àå tr |n 6|= ψ1Rψ2.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ψ1Rψ2 /∈ Bn, òî tr |n 6|= ψ1Rψ2.

Â èòîãå, äëÿ ëþáîé ôîðìóëû âèäà ψ1Rψ2 è äëÿ ëþáîé

âåðøèíû (sn,Bn) íàøåãî ðàäóæíîãî ìàðøðóòà âåðíî

ñîîòíîøåíèå

ψ1Rψ2 ∈ Bn ⇐⇒ tr |n |= ψ1Rψ2 .

4. Òåìïîðàëüíûé îïåðàòîð U.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ

ψ1Rψ2 ∈ Bn ⇐⇒ tr |n |= ψ1Rψ2

ïðèìåíÿþòñÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå áûëè

èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðà R.

Ñàìîñòîÿòåëüíî.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ

Çàâåðøèâ îáîñíîâàíèå èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà, ìû òåì ñàìûì

çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû:

M 6|= ϕ1

⇑

â ãðàôå Γϕ1,M ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ðàäóæíûé ìàðøðóò,

èñõîäÿùèé èç âåðøèíû v0 = (s0,B0), â êîòîðîé s0 ∈ S0 è
ϕ1 /∈ B0.

Ïîêàæåì, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èìååò ìåñòî M 6|= ϕ1, â

ãðàôå Γϕ1,M èç íåêîòîðîé âåðøèíû v0 = (s0,B0), â êîòîðîé
s0 ∈ S0 è ϕ1 /∈ B0, èñõîäèò õîòÿ áû îäèí ðàäóæíûé ìàðøðóò.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ

Ïóñòü M 6|= ϕ1. Òîãäà â LTS M ñóùåñòâóåò òàêàÿ íà÷àëüíàÿ

òðàññà tr , äëÿ êîòîðîé tr 6|= ϕ1. Ðàññìîòðèì ýòó òðàññó tr .

Äëÿ êàæäîãî i , i ≥ 0, ïîëîæèì

Bi = {ψ : ψ ∈ FLSubϕ1 , tr |i |= ψ .}

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4, âñå ïîñòðîåííûå ìíîæåñòâà Bi

ÿâëÿþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð

(tr [0],B0), (tr [1],B1), (tr [2],B2), . . . , (tr [n],Bn), (tr [n+1],Bn+1), . . .

îáðàçóåò èñêîìûé ðàäóæíûé ìàðøðóò â ãðàôå Γϕ1 .



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ
Äåéñòâèòåëüíî,

1. Äëÿ ëþáîãî n, n ≥ 0, âåðíî tr [n] −→ tr [n + 1], ïîñêîëüêó tr
� ìàðøðóò â LTS M.

2. Äëÿ ëþáîãî n, n ≥ 0 è äëÿ ëþáîé ôîðìóëû Xψ ∈ XSubϕ1 ,

âåðíî

Xψ ∈ Bn ⇐⇒ ψ ∈ Bn+1

ïîñêîëüêó

Xψ ∈ Bn ⇐⇒ tr |n |= Xψ ⇐⇒ tr |n+1 |= ψ ⇐⇒ ψ ∈ Bn+1 .

3. tr [0] ∈ S0 (ò. ê. tr � íà÷àëüíàÿ òðàññà â M) è ϕ1 /∈ B0 (ò. ê.

tr |0 6|= ϕ1).

Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(tr [0],B0), (tr [1],B1), (tr [2],B2), . . . , (tr [n],Bn), (tr [n+1],Bn+1), . . .

ÿâëÿåòñÿ ìàðøðóòîì â ãðàôå Γϕ1,M , èñõîäÿùèì èç íóæíîé

âåðøèíû.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ

4. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ìàðøðóò

(tr [0],B0), (tr [1],B1), (tr [2],B2), . . . , (tr [n],Bn), (tr [n+1],Bn+1), . . .

ÿâëÿåòñÿ ðàäóæíûì.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî n, n ≥ 0 è ïðîèçâîëüíóþ

ôîðìóëó ψi ∈ URSubϕ1 . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå

k, k ≥ 0, ÷òî âåðøèíà (tr [n + k],Bn+k) îêðàøåíà â öâåò i .



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì Until-ôîðìóëû ψi = χ′Uχ2.

(Äëÿ ôîðìóë âèäà ψi = χ′Rχ2 äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäèòå

ñàìîñòîÿòåëüíî. )

1. Åñëè tr |n 6|= X(χ1Uχ2), òî X(χ1Uχ2) /∈ Bn, è,

ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíà (tr [n],Bn) îêðàøåíà â öâåò j .

2. À åñëè tr |n |= X(χ1Uχ2), òî tr |n+1 |= χ1Uχ2. Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîå k, k ≥ 1, ÷òî tr |n+k |= χ2. Ïîýòîìó

χ2 ∈ Bn+k , è âåðøèíà (tr [n + k],Bn+k) îêðàøåíà â öâåò j .

Òàêèì îáðàçîì, âåðøèíû öâåòà j âñòðå÷àþòñÿ â íàøåì

ìàðøðóòå áåñêîíå÷íî ÷àñòî. Ïîñêîëüêó ψi áûëà ïðîèçâîëüíîé

(Until-Release)-ôîðìóëîé, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàø ìàðøðóò â

ãðàôå Γϕ1,M ÿâëÿåòñÿ ðàäóæíûì. �



ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ ÌÎÄÅËÅÉ
ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Íî êàê ïðîâåðèòü, ÷òî èç çàäàííîé âåðøèíû â ãðàôå Γϕ1,M

íå èñõîäèò íè îäíîãî ðàäóæíîãî ìàðøðóòà?

Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Γ íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì , åñëè

äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí v è u â ãðàôå Γ ñóùåñòâóåò ìàðøðóò

èç v â u è ìàðøðóò èç u â v .

Âñÿêèé ìàêñèìàëüíûé ñèëüíî ñâÿçíûé ïîäãðàô ãðàôà Γ
íàçûâàåòñÿ êîìïîíåíòîé ñèëüíîé ñâÿçíîñòè .

Êîìïîíåíòó ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ãðàôà (ñèñòåìû Õèíòèêêè)

Γϕ1,M áóäåì íàçûâàòü ðàäóæíîé, åñëè â íåé ñîäåðæàòñÿ

âåðøèíû âñåõ öâåòîâ.



ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ ÌÎÄÅËÅÉ
ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Òåîðåìà.

Èç âåðøèíû v â ãðàôå Γϕ1,M èñõîäèò ðàäóæíûé ìàðøðóò òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ìàðøðóò , âåäóùèé èç

âåðøèíû v õîòÿ áû â îäíó èç âåðøèí õîòÿ áû îäíîé ðàäóæíîé

êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñàìîñòîÿòåëüíî. Çäåñü âñå î÷åâèäíî.



ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ ÌÎÄÅËÅÉ
ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Èñõîäíûå äàííûå: ôîðìóëà PLTL ϕ è LTS

M = 〈AP, S , S0,−→, ρ〉.
1. Ïîñòðîèòü ðàâíîñèëüíóþ ïîçèòèâíóþ ôîðìó ϕ1.

2. Ïîñòðîèòü ñèñòåìó Õèíòèêêè Γϕ1,M .

3. Âûäåëèòü ìíîæåñòâî ïîäôîðìóë URSubϕ1 è ðàñêðàñèòü

âåðøèíû ãðàôà Γϕ1,M .

4. Âûäåëèòü ðàäóæíûå êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè â

ãðàôå Γϕ1,M .

5. Âûäåëèòü ìíîæåñòâî V ′ âñåõ âåðøèí ãðàôà Γϕ1,M , èç

êîòîðûõ äîñòèæèìû ðàäóæíûå êîìïîíåíòû ñèëüíîé

ñâÿçíîñòè.

6. Âûäåëèòü ìíîæåñòâî V ′′ âñåõ âåðøèí (s0,B0), äëÿ êîòîðîé

âûïîëíÿåòñÿ s0 ∈ S0, ϕ1 /∈ B0.

7. Âû÷èñëèòü V = V ′ ∩ V ′′.

Ðåçóëüòàò: M |= ϕ ⇐⇒ V = ∅.



ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ ÌÎÄÅËÅÉ
ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð.

ϕ = pUq

LTS M:

ys0

ξ(s0)={p}

'-

&-

is1
ξ(s1) = {p}

'$
?

&%6

is2
ξ(s2) = {q}

$

%�is3
ξ(s3) = {p}

'$
?

&%6

is4
ξ(s4) = {p}



ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ ÌÎÄÅËÅÉ
ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð.

ϕ = F(pUq)

1. Ïîçèòèâíàÿ ôîðìà ϕ1 = pUq

FLSubϕ1 = {p,¬p, q,¬q, pUq,X(pUq)};

XSubϕ1 = {X(pUq)};

URSubϕ1 = {pUq}.



ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ
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2. Ñòðîèì ñèñòåìó Õèíòèêêè Γϕ1,M



ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ
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3. Ðàñêðàøèâàåì âåðøèíû ñèñòåìû Γϕ1,M



ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ
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4. Âûäåëÿåì ðàäóæíûå êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè



ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ
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5. Âûäåëÿåì âåðøèíû èç êîòîðûõ äîñòèæèìû ðàäóæíûå êîìïîíåíòû



ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ
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6. Èùåì âåðøèíó (s0,B) íà êîòîðîé îïðîâåðãàåòñÿ ϕ1



ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ ÌÎÄÅËÅÉ
ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Îïèñàííûé çäåñü ïîäõîä ê âåðèôèêàöèè ðàñïðåäåëåííûõ

ïðîãðàìì ðåàëèçîâàí â ïðîãðàììíî-èíñòðóìåíòàëüíîé ñèñòåìå

âåðèôèêàöèè SPIN .

Ìîäåëè ïàðàëëåëüíûõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïðîöåññîâ

îïèñûâàþòñÿ íà ÿçûêå PROMELA (Process Meta Language),

ñíàáæàþòñÿ òåìïîðàëüíûìè ñïåöèôèêàöèÿìè (PLTL

ôîðìóëàìè), à çàòåì âûïîëíèìîñòü ýòèõ ôîðìóë ïðîâåðÿåòñÿ

ñèñòåìîé âåðèôèêàöèè SPIN .

Â ñèñòåìå SPIN ïðèìåíÿåòñÿ òàáëè÷íûé àëãîðèòì

âåðèôèêàöèè ìîäåëåé ðàñïðåäåëåííûõ ïðîãðàìì. Äëÿ

ïîâûøåíèÿ åãî ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ðÿä ïðèåìîâ:

I ïðîâåðêà ìîäåëè ¾íà ëåòó¿;

I ðåäóêöèè ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ;

I ñèìâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ è äð.
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Îñíîâû
ìàòåìàòè÷åñêîé

ëîãèêè è ëîãè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ËÅÊÒÎÐ: Â.À. Çàõàðîâ



Ëåêöèÿ 23.

Êàê óñòðîåíà ìàòåìàòèêà.

Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ

ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Àêñèîìàòè÷åñêèå òåîðèè.

Ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ.

Òåîðèÿ ìíîæåñòâ

Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ.

Àðèôìåòèêà Ïåàíî.

Òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå.
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Êàê óñòðîåíà ìàòåìàòèêà

Ìàòåìàòèêà � ýòî ñïåöèôè÷åñêàÿ íàóêà.

Îíà íå îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó åñòåñòâåííûõ íàóê (ôèçèêà,
áîòàíèêà, ãåîëîãèÿ, è ïð.), ò. ê. îíà íå èìååò äåëà íè ñ
ïðèðîäíûìè ÿâëåíèÿìè, íè ñ ýìïèðè÷åñêèìè çíàíèÿìè.

Îíà íå îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó ãóìàíèòàðíûõ íàóê (ôèëîñîôèÿ,
èñòîðèÿ, ïîëèòîëîãèÿ è ïð. áîëòîëîãèÿ), ò. ê îíà íå çàíèìàåòñÿ
íè ëþäñêîé äåÿòåëüíîñòüþ, íè ëþäñêèìè âîççðåíèÿìè.

Îíà çàíèìàåòñÿ ñîçäàíèåì, ðàçâèòèåì è èçó÷åíèåì
ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé � óìîçðèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé,
êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ïî ñòðîãèì îáúåêòèâíûì çàêîíàì
ôîðìàëüíîé ëîãèêè .



Êàê óñòðîåíà ìàòåìàòèêà

Ñòàíèñëàâ Ëåì ñðàâíèâàë

ìàòåìàòèêó ñ áåçóìíûì ïîðòíûì,

êîòîðûé øüåò îäåæäó äëÿ

íåâåäîìûõ ñóùåñòâ.

Ïîðòíîãî íå áåñïîêîèò, êîìó

ïðèäåòñÿ âïîðó åãî îäåæäà.

Îí ëèøü õî÷åò, ÷òîáû ïëàòüå

áûëî ñøèòî ïðî÷íî.



Êàê óñòðîåíà ìàòåìàòèêà
Ñ ÷åãî íà÷èíàåòñÿ ðàññêàç î êàæäîì ðàçäåëå ìàòåìàòèêè?

I Âíà÷àëå óñëàâëèâàþòñÿ î ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé,
îïðåäåëÿþò ÿçûê, íà êîòîðîì áóäóò çàïèñûâàòü
ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ (îïðåäåëÿåòñÿ ñèíòàêñèñ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà ).

I Çàòåì ïðèõîäÿò ê ñîãëàøåíèþ îá îñíîâîïîëàãàþùèõ
ñâîéñòâàõ, çàêîíàõ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
èíòåðåñóþùèå íàñ îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ íàä
âîîáðàæàåìûìè îáúåêòàìè (ôîðìóëèðóþòñÿ àêñèîìû
ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ).

I Äàëåå äîãîâàðèâàþòñÿ î òîì, êàêèå ñðåäñòâà îáîñíîâàíèÿ
èñòèííîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé ñ÷èòàþòñÿ
äîïóñòèìûìè (îïðåäåëÿåòñÿ àïïàðàò ëîãè÷åñêîãî âûâîäà ).

I È ïîñëå ýòîãî ïðèñòóïàþò ê ïîëó÷åíèþ ëîãè÷åñêè
îáîñíîâàííûõ óòâåðæäåíèé ñôîðìóëèðîâàííîé
ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè (âûâîä òåîðåì ).

Âîò òàê ñòðîÿòñÿ ôîðìàëüíûå àêñèîìàòè÷åñêèå òåîðèè .



Êëàññè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ

Êàê ìîæíî àêñèîìàòèçèðîâàòü òåîðèþ îáùåçíà÷èìûõ
óòâåðæäåíèé (ôîðìóë)? Íàïðèìåð, òàê:

ÀÊÑÈÎÌÛ.

1. Ax1. ϕ1 → (ϕ2 → ϕ1),

2. Ax2. (ϕ1 → (ϕ2 → ϕ3)) → ((ϕ1 → ϕ2) → (ϕ1 → ϕ3)),

3. Ax3. (ϕ1 & ϕ2) → ϕ1,

4. Ax4. (ϕ1 & ϕ2) → ϕ2,

5. Ax5. ϕ1 → (ϕ2 → (ϕ1 & ϕ2)),

6. Ax6. ϕ1 → (ϕ1 ∨ ϕ2),

7. Ax7. ϕ2 → (ϕ1 ∨ ϕ2),

8. Ax8. (ϕ1 → ϕ0) → ((ϕ2 → ϕ0)→ ((ϕ1 ∨ ϕ2)→ ϕ0)),

9. Ax9. ϕ1 → (¬ϕ1 → ϕ0),

10. Ax10. ϕ1 ∨ ¬ϕ1,



Êëàññè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ

ÀÊÑÈÎÌÛ.

1. Ax11. ∀X ϕ(X ) → ϕ(t),

2. Ax12. ϕ(t) → ∃X ϕ(X ),

3. Ax13. ∀X (ϕ1 → ϕ2(X )) → (ϕ1 → ∀X ϕ2(X )),

4. Ax14. ∀X (ϕ1(X ) → ϕ2) → (∃X ϕ1(X ) → ϕ2).

ÏÐÀÂÈËÀ ÂÛÂÎÄÀ.

1. Ïðàâèëî îòäåëåíèÿ (modus ponens)
ϕ, ϕ → ψ

ψ
,

2. Ïðàâèëî îáîáùåíèÿ
ϕ
∀X ϕ
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ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ ÂÛÂÎÄ.

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôîðìóë (ãèïîòåç) Γ .
Òîãäà ëîãè÷åñêèì âûâîäîì èç ìíîæåñòâà ãèïîòåç Γ
íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn,

â êîòîðîé êàæäàÿ ôîðìóëà ϕi óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. ëèáî ϕi ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé,
2. ëèáî ϕi ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçîé, ò. å. ϕi ∈ Γ ,
3. ëèáî ϕi ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäøåñòâóþùèõ ôîðìóë ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ïðàâèëó îòäåëåíèÿ èëè ïî ïðàâèëó
îáîáùåíèÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà ϕn íàçûâàåòñÿ âûâîäèìîé èç
ìíîæåñòâà Γ , è ýòîò ôàêò îáîçíà÷àåòñÿ Γ ` ϕn

Ôîðìóëà ϕ íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé , åñëè ∅ ` ϕ , è ýòîò ôàêò
îáîçíà÷àåòñÿ ` ϕ .



Êëàññè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ

Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ ñ ðàâåíñòâîì.

Ââåäåì ñïåöèàëüíûé äâóõìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë = è
äîáàâèì ê àêñèîìàì ÊÈÏ ñëåäóþùèå àêñèîìû ðàâåíñòâà:

1. Ax15. ∀X (X = X ),

2. Ax16 ∀X ,Y (X = Y → (ϕ(X ,X ) → ϕ(X ,Y ))).

Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó àêñèîì íàçûâàþò êëàññè÷åñêèì
èñ÷èñëåíèåì ïðåäèêàòîâ ñ ðàâåíñòâîì ÊÈÏ= .

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà I íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé
èíòåðïðåòàöèåé , åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ
d1, d2 èç îáëàñòè èíòåðïðåòàöèè DI âåðíî ñîîòíîøåíèå

I 6|= d1 = d2 .



Àêñèîìàòè÷åñêèå òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ýëåìåíòàðíàÿ àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îáðàçóåòñÿ èç
èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ñ ðàâåíñòâîì çà ñ÷åò

I îãðàíè÷åíèÿ ñèãíàòóðû ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ
ôèêñèðîâàííûì êîíå÷íûì íàáîðîì êîíñòàíò,
ôóíêöèîíàëüíûõ è ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ, îáîçíà÷àþùèõ
áàçîâûå îáúåêòû, îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ òåîðèè,

I äîáàâëåíèÿ ê ìíîæåñòâó àêñèîì èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ
ñïåöèàëüíûõ (íåëîãè÷åñêèõ) àêñèîì, îïèñûâàþùèõ
áàçîâûå ïðèíöèïû òåîðèè.

Òàêèì îáðàçîì îáðàçóþòñÿ ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ðàâåíñòâà,
ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ãðóïï, ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ïîëåé,
ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ, ýëåìåíòàðíàÿ àðèôìåòèêà,
ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ, è äð.

Ôîðìóëû ϕ , ëîãè÷åñêè âûâîäèìûå èç àêñèîì ýëåìåíòàðíîé
àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè T , íàçûâàþòñÿ òåîðåìàìè òåîðèè T
è îáîçíà÷àþòñÿ çàïèñüþ T ` ϕ .



Àêñèîìàòè÷åñêèå òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ýëåìåíòàðíàÿ àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ

I íåïðîòèâîðå÷èâîé , åñëè íå âñå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ
òåîðåìàìè òåîðèè T , ò. å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôîðìóëà ϕ ,
äëÿ êîòîðîé T 6` ϕ ;

I ïîëíîé , åñëè äëÿ âñÿêîé çàìêíóòîé ôîðìóëû ëèáî îíà
ñàìà, ëèáî åå îòðèöàíèå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé òåîðèè T , ò. å.
äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ëèáî T ` ϕ , ëèáî T ` ¬ϕ ;

I êàòåãîðè÷íîé , åñëè ëþáûå äâå íîðìàëüíûå ìîäåëè
òåîðèè T èçîìîðôíû, ò. å. äëÿ ëþáîé ïàðû íîðìàëüíûõ
èíòåðïðåòàöèé I1, I2 âåðíî

I1 |= T è I2 |= T =⇒ I1 ∼= I2;

I ðàçðåøèìîé , åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé,
ÿâëÿåòñÿ ëè ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà òåîðåìîé òåîðèè T .

Óòâåðæäåíèå.

Âñÿêàÿ ïîëíàÿ êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåìàÿ òåîðèÿ ðàçðåøèìà.



Àêñèîìàòè÷åñêîå óñòðîéñòâî ãåîìåòðèè

Âïåðâûå ïîïûòêó àêñèîìàòèçèðîâàòü ãåîìåòðèþ ïðåäïðèíÿë
Åâêëèä (3 â. äî í. ý.). Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ Åâêëèäà
îïèðàëàñü íà 5 àêñèîì.

Ê ñîæàëåíèþ, ñèñòåìà ãåîìåòðè÷åñêèõ àêñèîì èç ¾Íà÷àë¿
Åâêëèäà íåïîëíà.

Âîò ïðèìåð èñòèííîãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå íåëüçÿ âûâåñòè èç
àêñèîì è ïîñòóëàòîâ Åâêëèäà.

Åñëè ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îäíó èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà â òî÷êå,
îòëè÷íîé îò âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, òî ýòà ïðÿìàÿ òàêæå
ïåðåñåêàåò åùå îäíó ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà.
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Àêñèîìàòè÷åñêîå óñòðîéñòâî ãåîìåòðèè

Ñèñòåìàòè÷åñêîå è îñíîâàòåëüíîå ïîñòðîåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé
ñèñòåìû àêñèîì áûëî îñóùåñòâëåíî Ä. Ãèëüáåðòîì (40 àêñèîì)
â 1899 ã. Áîëåå áîëåå êðàòêóþ àêñèîìàòèêó óäàëîñü ïîñòðîèòü
À. Òàðñêîìó è åãî ó÷åíèêà (12 àêñèîì).

Àêñèîìû Òàðñêîãî

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãåîìåòðè÷åñêèé ìèð, âñå îáúåêòû
êîòîðîãî � òî÷êè .

Íà ìíîæåñòâå òî÷åê åñòü âñåãî ëèøü äâà áàçîâûõ ïðåäèêàòà:

B(x, y, z)
òî÷êà y ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè x è z íà
îäíîé ïðÿìîé

D(x, y, z,u)
òî÷êà x îòñòîèò îò òî÷êè y íà òàêîå æå
ðàññòîÿíèå, ÷òî è òî÷êà z îò òî÷êè u



Àêñèîìàòè÷åñêîå óñòðîéñòâî ãåîìåòðèè

Àêñèîìû T1�T5

1). ∀x , y , z (B(x , y , z) → B(z , y , x))
( àêñèîìà ñèììåòðè÷íîñòè ïðåäèêàòà B)

2). ∀x , y , z , u (B(x , y , u)&B(y , z , u) → B(x , y , z))
(àêñèîìà òðàíçèòèâíîñòè ïðåäèêàòà B)

3). ∀x , y D(x , y , y , x)
(àêñèîìà ñèììåòðè÷íîñòè ðàâåíñòâà äëèí îòðåçêîâ )

4). ∀x , y , z (D(x , y , z , z) → x = y)
(àêñèîìà íóëåâîãî îòðåçêà )

5). ∀x1, y1, x2, y2, x3, y3
(D(x1, y1, x2, y2)&D(x2, y2, x3, y3) → D(x1, y1, x3, y3))

(àêñèîìà òðàíçèòèâíîñòè ðàâåíñòâà äëèí îòðåçêîâ )
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Àêñèîìà T6

6). ∀x1, y1, z1, u1, x2, y2, z2, u2
(x1 6= y1&y1 6= z1&
B(x1, y1, z1)&B(x2, y2, z2)&

D(x1, y1, x2, y2)&D(y1, z1, y2, z2)&
D(y1, u1, y2, u2)&D(x1, u1, x2, u2) →
→ D(z1, u1, z2, u2))

(àêñèîìà ïÿòè îòðåçêîâ )

�
�
�
�
�
�

A
A
A
A
A
AZ
Z
Z
Z
Z
Z
ZZt

t

t t
x1 y1 z1

u1

�
�
�
�
�
�

A
A
A
A
A
AZ
Z
Z
Z
Z
Z
ZZt

t

t t
x2 y2 z2

u2



Àêñèîìàòè÷åñêîå óñòðîéñòâî ãåîìåòðèè

Àêñèîìû T7�T10

7). ∀x , y , z , u ∃v (B(x , y , v) & D(y , v , z , u))
(àêñèîìà îòêëàäûâàíèÿ îòðåçêà )

8). ∀x , y ∃z (B(x , z , y)&D(x , z , z , y))
(àêñèîìà äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì )

9). ∃x , y , z (¬B(x , y , z) & ¬B(x , z , y) & ¬B(z , x , y))
(àêñèîìà ñóùåñòâîâàíèÿ íåêîëëèíåàðíûõ òî÷åê )

10). ∀x , y , z (¬B(x , y , z) & ¬B(x , z , y) & ¬B(z , x , y) →
→ ∃v (D(v , x , v , y)&D(v , x , v , z)))

(àêñèîìà öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè )
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Àêñèîìà T11

11). ∀x , y , z , u, v
(D(x , u, x , v)&D(y , u, y , v)&D(z , u, z , v) →
→ (B(x , y , z) ∨ B(y , z , x) ∨ B(z , y , x)))

(àêñèîìà ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñåðåäèíå îòðåçêà )
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Àêñèîìà T12

12). ∀x , y , z , u, v
(B(x , u, z)&B(y , z , v) →
→ ∃w (B(y , u,w)&B(x ,w , v)))

(àêñèîìà Ïàøà )
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Àêñèîìà T13

13). ∃x ∀y , z (ϕ(y)&ψ(z) → B(x , y , z)) →
→ ∃x ′ ∀y , z (ϕ(y)&ψ(z) → B(y , x ′, z))

(ñõåìà àêñèîì íåïðåðûâíîñòè )
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ôîðìàëüíîé ãåîìåòðèè Òàðñêîãî

Òåîðåìà
Àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ T1�T13 (ôîðìàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Òàðñêîãî)

I íåïðîòèâîðå÷èâà,

I ïîëíà,

I êàòåãîðè÷íà,

I àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà.

Ê ñîæàëåíèþ äëÿ øêîëüíèêîâ, ðàçðåøàþùàÿ ïðîöåäóðà,
ñïîñîáíàÿ äîêàçûâàòü ëþáóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ òåîðåìó, èìååò
íåâåðîÿòíî áîëüøóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü.



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ

ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ � ýòî îñíîâîïîëàãàþùåå ïîíÿòèå ñîâðåìåííîé
ìàòåìàòèêè. Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ïðåäëîæèë âî âòîðîé
ïîëîâèíå 19 â. íåìåöêèé ìàòåìàòèê Ãåîðã Êàíòîð.

À ÷òî æå òàêîå ìíîæåñòâî?

Ïîñêîëüêó ýòî îñíîâîïîëàãàþùåå ïîíÿòèå, ñòðîãîãî
îïðåäåëåíèÿ äàòü íåëüçÿ. Ýòî êîëëåêöèÿ (ñåìåéñòâî,
ñîâîêóïíîñòü, ñîáðàíèå) ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ (îáúåêòîâ,
ýëåìåíòîâ ).

Ìîæåò ëè ìàòåìàòèêà ñïîêîéíî ðàçâèâàòüñÿ, îïèðàÿñü íà ñòîëü
çûáêîå îñíîâàíèå?



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ

Ïàðàäîêñ Ðàññåëà

Ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ ìîãóò áûòü ìíîæåñòâà. Ðàññìîòðèì
êîëëåêöèþ âñåõ ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ
ñâîèì ñîáñòâåííûì ýëåìåíòîì: A = {x : x /∈ x} .
Ó íàñ íåò äîñòàòî÷íûõ îñíîâàíèé íå ïðèçíàâàòü ýòó
ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ A ìíîæåñòâîì.

Íî òîãäà ìû äîëæíû óìåòü äàâàòü îòâåò íà âîïðîñ:
ñîäåðæèò ëè ìíîæåñòâî A â êà÷åñòâå ýëåìåíòà ñàìî ìíîæåñòâî
A (ò. å. âåðíî ëè ÷òî A ∈ A ?)
Îòâåò îáåñêóðàæèâàþùèé:

I åñëè A ∈ A , òî ïî îïðåäåëåíèþ A âåðíî A /∈ A ,

I à åñëè A /∈ A , òî ïî îïðåäåëåíèþ A âåðíî A ∈ A .



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ

Çíà÷èò, â íàèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ ñóùåñòâóþò
ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå íåëüçÿ ïðèçíàòü íè
èñòèííûìè, íè ëîæíûìè. Íà îñíîâå òàêîé ðàñïëûâ÷àòîé
òåîðèè õîðîøåé ìàòåìàòèêè íå ïîñòðîèòü.

Ìîæåò áûòü ñòîèëî áû èñêëþ÷èòü ýòó ñòðàííóþ êîëëåêöèþ A
èç ÷èñëà ìíîæåñòâ?

Ìîæíî. Íî òîãäà ïðèäåòñÿ ñîçäàòü ¾êîäåêñ òåîðèè ìíîæåñòâ¿,
â êîòîðîì äîëæíî áûòü óêàçàíî, êàêèå èìåííî êîíñòðóêöèè
ïðèçíàþòñÿ ìíîæåñòâàìè, è êàêèìè ñâîéñòâàìè îíè äîëæíû
îáëàäàòü.

Ïîïûòêó ñîçäàíèÿ òàêîãî ¾êîäåêñà òåîðèè ìíîæåñòâ¿ �
àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ � ïðåäïðèíÿë Ýðíåñò
Öåðìåëî â 1908 ã.. Àêñèîìàòèêó Öåðìåëî ïîïîëíèëè Àáðàõàì
Ôðåíêåëü, Òîðàëüô Ñêîëåì, Äæîí ôîí Íåéìàí.



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà è ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ìîæíî îïèñàòü ñ
èñïîëüçîâàíèåì åäèíñòâåííîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà ∈ ,
îáîçíà÷àþùåãî îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îäíîãî ìíîæåñòâà
â êà÷åñòâå ýëåìåíòà äðóãîãî ìíîæåñòâà.

Ïðåäñòàâèì ñåáå ìàòåìàòè÷åñêèé ìèð, ñîñòîÿùèé òîëüêî èç
ìíîæåñòâ. Ýòîò ìèð ìîæåò áûòü îïèñàí ñëåäóþùèìè
àêñèîìàìè.



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

1) ∀x , y , u, v (x = y & u = v) → (x ∈ u ≡ y ∈ v)
(Àêñèîìà ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ )

2) ∀x , y (∀z (z ∈ x ≡ z ∈ y) ≡ x = y)
(Àêñèîìà îáúåìíîñòè )

3) ∀x∀u1, . . . , un ∃y ∀z (z ∈ y ≡ (z ∈ x & ϕ(z , u1, . . . , un)))
(Ñõåìà àêñèîì âûäåëåíèÿ )

çäåñü ϕ(x , u1, . . . , un) � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà
ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ñèãíàòóðû σ = 〈∈〉 .



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûäåëåíèÿ

1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïåðåñå÷åíèå äâóõ ìíîæåñòâî

Ñóùåñòâîâàíèå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ ñëåäóåò èç àêñèîìû
âûäåëåíèÿ

∀x1, x2 ∃y ∀z (z ∈ y ≡ (z ∈ x1 & z ∈ x2)),

à åäèíñòâåííîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ñëåäóåò èç àêñèîìû îáúåìíîñòè

∀x , y (∀z (z ∈ x ≡ z ∈ y) ≡ x = y).



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûäåëåíèÿ

2. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïóñòîå ìíîæåñòâî

Ñóùåñòâîâàíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà ñëåäóåò èç àêñèìû
âûäåëåíèÿ

∀x ∃y∀z(z ∈ y ≡ (z ∈ x & z 6= z)),

à åäèíñòâåííîñòü ïóñòîãî ìíîæåñòâà ñëåäóåò èç àêñèîìû
îáúåìíîñòè

∀x , y (∀z (z ∈ x ≡ z ∈ y) ≡ x = y).

Íî çäåñü åñòü îäèí íþàíñ. À îòêóäà áåðåòñÿ ìíîæåñòâî X íà
îñíîâàíèè êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî?



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûäåëåíèÿ

2. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïóñòîå ìíîæåñòâî

Ñóùåñòâîâàíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà ñëåäóåò èç àêñèìû
âûäåëåíèÿ

∀X ∃y∀z(z ∈ y ≡ (z ∈ X & z 6= z)),

à åäèíñòâåííîñòü ïóñòîãî ìíîæåñòâà ñëåäóåò èç àêñèîìû
îáúåìíîñòè

∀x , y (∀z (z ∈ x ≡ z ∈ y) ≡ x = y).

Íî çäåñü åñòü îäèí íþàíñ. À îòêóäà áåðåòñÿ ìíîæåñòâî X íà
îñíîâàíèè êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî?



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûäåëåíèÿ

Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü ñïåöèàëüíóþ àêñèîìó.

4). ∃y ∀z ¬(z ∈ y)
(Àêñèîìà ïóñòîãî ìíîæåñòâà )

Ââåäåì ñïåöèàëüíûé ñèìâîë ∅ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïóñòîãî
ìíîæåñòâà, à çàïèñü y = ∅ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå ôîðìóëû

∀z ¬(z ∈ y) .



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûäåëåíèÿ

3. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîæåñòâ
Êàçàëîñü áû, îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ëåãêî ââåñòè òàê æå, êàê
ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ:

∀x1, x2 ∃y ∀z (z ∈ y ≡ (z ∈ x1 ∨ z ∈ x2)) .

Íî ýòà ôîðìóëà íå ïîäïàäàåò ïîä ñõåìó àêñèîì âûäåëåíèÿ

∀x∀u1, . . . , un ∃y ∀z (z ∈ y ≡ (z ∈ x & ϕ(z , u1, . . . , un))) .

Ìîæíî áûëî áû çàïèñàòü îïðåäåëåíèå îáúåäèíåíèÿ òàê:

∀X, x1, x2 ∃y ∀z (z ∈ y ≡ (z ∈ X & (z 6= x1 ∨ z ∈ x2))) .

Íî ñîâåðøåííî íåïîíÿòíî, îòêóäà âçÿòü ïîäõîäÿùåå ìíîæåñòâî
X . Ìîæåò áûòü, â êà÷åñòâå X âçÿòü x1 ∪ x2? Íî ìû âåäü åùå íå
óáåæäåíû â ñóùåñòâîâàíèè òàêîãî ìíîæåñòâà.



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûäåëåíèÿ

Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü äâå ñïåöèàëüíûå àêñèîìû.

5). ∀y , z ∃x ∀u (u ∈ x ≡ (u = y ∨ u = z))
(Àêñèîìà ïàðû )

Ìíîæåñòâî x , ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåò àêñèîìà
ïàðû, òðàäèöèîííî îáîçíà÷àåòñÿ {y , z}.

6). ∀y ∃x ∀u (u ∈ x ≡ ∃z (z ∈ y & u ∈ z))
(Àêñèîìà îáúåäèíåíèÿ )

Ìíîæåñòâî x , ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåò àêñèîìà
îáúåäèíåíèÿ, òðàäèöèîííî îáîçíà÷àåòñÿ

⋃
z∈y

z èëè áîëåå

êîðîòêî ∪y . Òàêèì îáðàçîì x1 ∪ x2 � ýòî ∪{x1, x2}.



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûäåëåíèÿ

4. À ÷òî äåëàòü, åñëè íàì íóæíî ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç
îäíîãî-åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà?

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûäåëåíèÿ è àêñèîìû ïàðû:
ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà u � ýòî ìíîæåñòâî
{u,u}.

5. À ÷òî äåëàòü, åñëè íàì íóæíû óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû
ýëåìåíòîâ?

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî àêñèîìû âûäåëåíèÿ è àêñèîìû ïàðû:
óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà 〈y , z〉 � ýòî ìíîæåñòâî {y , {y , z}}.
Äàëåå àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëÿòü óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû
(êîðòåæè), ôóíêöèè, èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ, áèåêòèâíûå
îòîáðàæåíèÿ, îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ, ðàâíîìîùíîñòè è ò. ä.



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Íî òàêèì îáðàçîì èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà ∅, � åäèíñòâåííîãî
ìíîæåñòâà, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ãàðàíòèðóþò àêñèîìû, �
ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. À îòêóäà
âîçüìóòñÿ áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà?

7). ∃x (∅ ∈ x & ∀y (y ∈ x → y ∪ {y} ∈ x))
(Àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè )

Ôàêòè÷åñêè, àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:{

∅︸︷︷︸
0

, {∅}︸︷︷︸
1

, {∅, {∅}}︸ ︷︷ ︸
2

,
{
∅, {∅}, {∅, {∅}}

}︸ ︷︷ ︸
3

, . . .
}



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

À îòêóäà âîçüìóòñÿ íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà?

8). ∀y ∃x ∀z (z ∈ x ≡ ∀u (u ∈ z → u ∈ y))
(Àêñèîìà ñòåïåíè )

Àêñèîìà ñòåïåíè îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ
çàäàííîãî ìíîæåñòâà (ìíîæåñòâî-ñòåïåíü, powerset). Çíà÷èò,
ìíîæåñòâà ìîãóò íàðàñòàòü íåîãðàíè÷åííî ¾âûñîêî¿.



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

À ÿâëÿþòñÿ ëè ìíîæåñòâàìè îáðàçû ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî
çàäàííûõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ ïðè ïîìîùè ôîðìóë ëîãèêè
ïðåäèêàòîâ?

9). ∀x
(
∀y , z , u (y ∈ x & ϕ(y , z) & ϕ(y , u) → z = u) →

→ ∃v ∀w (w ∈ v ≡ ∃t (t ∈ x & ϕ(t,w)))
)

(Ñõåìà àêñèîì çàìåíû )



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

À íàñêîëüêî ¾ãëóáîêî¿ ìîãóò îïóñêàòüñÿ ìíîæåñòâà? Íå ìîãóò
ëè ó íàñ îáðàçîâûâàòüñÿ òàêèå ìíîæåñòâà, êîòîðûå âõîäÿò â
ñîñòàâ ñàìèõ ñåáÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ?

10). ∀x (x 6= ∅ → ∃y (y ∈ x & x ∩ y = ∅))
(Àêñèîìà ôóíäèðîâàíèÿ (ðåãóëÿðíîñòè) )

Ýòà àêñèîìà èãðàåò ðîëü ïðåäîõðàíèòåëÿ, îáåðåãàþùåãî
òåîðèþ ìíîæåñòâ îò ïàðàäîêñîâ. Àêñèîìà ôóíäèðîâàíèÿ
îáúÿâëÿåò, ÷òî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ âèäà{

X1,X2,X3, . . .
}
,

ó êîòîðûõ X2 ∈ X1, X3 ∈ X2, . . . , Xn+1 ∈ Xn, · · · è ò. ä.
ìíîæåñòâàìè íå ÿâëÿþòñÿ .



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû ôóíäèðîâàíèÿ

ZF ` ∀u(u /∈ u)
Èç àêñèîìû ôóíäèðîâàíèÿ

∀x (x 6= ∅ → ∃y (y ∈ x & x ∩ y = ∅))

ñëåäóåò (åñëè â êà÷åñòâå x âûáðàòü {u})

ZF ` ∃y (y ∈ {u} & {u} ∩ y = ∅) .

Ïîñêîëüêó åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì y â ìíîæåñòâå {u}
ÿâëÿåòñÿ u, ïîëó÷àåì

ZF ` {u} ∩ u = ∅ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ZF ` u /∈ u.



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû ôóíäèðîâàíèÿ

Ïîïðîáóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç àêñèîì òåîðèè
ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ ñëåäóåò íåâîçìîæíîñòü
ñóùåñòâîâàíèÿ ¾ïàðàäîêñàëüíûõ ìíîæåñòâ¿:

ZF ` ∀u, v (u /∈ v ∨ v /∈ u)

ZF ` ¬∃x ∀y (y ∈ x ≡ y /∈ y)

Íóæíû ëè åùå êàêèå-íèáóäü äðóãèå àêñèîìû?



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ
Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ
ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå àêñèîìû.
Íàïðèìåð, èíòóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ëþáûå äâà ìíîæåñòâà
äîëæíû áûòü ñðàâíèìû ïî ìîùíîñòè. Äâà ìíîæåñòâà A è B
íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè (A ∼ B), åñëè ñóùåñòâóåò
áèåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ îäíî ìíîæåñòâî íà
äðóãîå. Ñïðàâåäëèâî ëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå?

Òåîðåìà òðèõîòîìèè. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B âåðíî
îäíî èç òðåõ:

I ëèáî A ∼ B ,
I ëèáî A 6∼ B , íî ñóùåñòâóåò òàêîå A′, A′ ⊂ A, ÷òî A′ ∼ B ,
I ëèáî A 6∼ B , íî ñóùåñòâóåò òàêîå B ′, B ′ ⊂ B , ÷òî A ∼ B ′.

Ýòó òåîðåìó ìîæíî äîêàçàòü, íî ëèøü ïðè òîì óñëîâèè, åñëè ó
íàñ åñòü õîòü êàêîé-íèáóäü ñïîñîá, ïîçâîëÿþùèé âûáðàòü èç
ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà õîòü êàêîé-íèáóäü ýëåìåíò.
×òîáû ýòîò ñïîñîá âûáîðà ñòàë ëåãàëüíûì ñðåäñòâîì
äîêàçàòåëüñòâà, íóæíî ââåñòè ñïåöèàëüíóþ àêñèîìó âûáîðà .



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ

Àêñèîìà âûáîðà (CA)

Êàêîâî áû íè áûëî ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâ U = {X1,X2, . . . }, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Y ,
ñîäåðæàùåå â òî÷íîñòè ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ èç êàæäîãî
ìíîæåñòâà X1,X2, . . . ñåìåéñòâà U.

Àêñèîìà âûáîðà èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå î÷åíü
áîëüøîãî ÷èñëà òåîðåì ìàòåìàòèêè. Ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî
äîêàçàòü âåñüìà íåîæèäàííûå óòâåðæäåíèÿ. Ê èõ ÷èñëó
îòíîñèòñÿ

Òåîðåìà Öåðìåëî

Ëþáîå ìíîæåñòâî ìîæíî âïîëíå óïîðÿäî÷èòü, ò. å. îïðåäåëèòü
íà ýòîì ìíîæåñòâå òàêîå îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, ïðè
êîòîðîì íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî óáûâàþùèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ.



Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ
À íå ïðèâíåñåò ëè àêñèîìà âûáîðà êàêîå-íèáóäü ïðîòèâîðå÷èå
â òåîðèþ ZF? Ýòîò âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì è ïî ñåé äåíü.

Åñòü â òåîðèè ìíîæåñòâ è äðóãèå çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ
íåäîñòàòî÷íî àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ ZF.

Êîíòèíóóì-ãèïîòåçà (CH)

Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ëèáî
ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì, ëèáî ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó âåùåñòâåííûõ
÷èñåë (ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì).

Â 1939 ã. Ê. Ãåäåëü äîêàçàë òåîðåìó:

Åñëè òåîðèÿ ìíîæåñòâ ZF+CA íåïðîòèâîðå÷èâà, òî òåîðèÿ
ZF+AC+CH òàêæå íåïðîòèâîðå÷èâà .

Â 1963 ã. Ï. Êîýí äîêàçàë òåîðåìó:

Åñëè òåîðèÿ ìíîæåñòâ ZF+CA íåïðîòèâîðå÷èâà, òî òåîðèÿ
ZF+AC+¬CH òàêæå íåïðîòèâîðå÷èâà .



Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà

À ìîæíî ëè ïîëíîñòüþ àêñèîìàòèçèðîâàòü àðèôìåòèêó
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?

Â 1889 ã. èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê Ä. Ïåàíî ïðåäëîæèë ñïèñîê
àêñèîì, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ ìîæíî äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèÿ î
ñâîéñòâàõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Àðèôìåòèêà Ïåàíî (PA) îáðàçóåòñÿ çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ ê
ÊÈÏ= ñèãíàòóðû 〈0, s,+,×〉 ñëåäóþùèõ àêñèîì.
Çäåñü s(x) íóæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîìåñòíóþ îïåðàöèþ,
ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ âû÷èñëåíèÿ ñëåäóþùåãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà x + 1 .



Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà

1. ∀x , y (s(x) = s(y) → x = y);

2. ∀x (s(x) 6= 0);

3. ∀x ∃y(x 6= 0 → x = s(y));

4. ∀x (x + 0 = x);

5. ∀x , y (x + s(y) = s(x + y));

6. ∀x (x × 0 = 0);

7. ∀x , y (x × s(y) = x × y + x);

8. ϕ(0) & ∀x (ϕ(x) → ϕ(s(x))) → ∀x ϕ(x).

Âîïðîñ î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è ïîëíîòå ýòîé àêñèîìàòè÷åñêîé
òåîðèè äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëñÿ öåíòðàëüíîé ïðîáëåìîé
ìàòåìàòèêè. Â 1931 ã. Ê. Ãåäåëü äîêàçàë òåîðåìó, êîòîðàÿ äàëà
ñîâåðøåííî íåîæèäàííûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.



Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà

Íóìåðàëû è àðèôìåòèçóåìûå îòíîøåíèÿ

Íóìåðàëîì n̄ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ òåðì

s(s(. . . s(︸ ︷︷ ︸
n ðàç

0) . . . ))

Íàïðèìåð, 4̄ � ýòî òåðì s(s(s(s(0)))) .

Îòíîøåíèå P(k) íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ
àðèôìåòèçóåìûì , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôîðìóëà
ϕ(x1, x2, . . . , xk) , ÷òî äëÿ âñÿêîãî íàáîðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
(n1, n2, . . . , nk) âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

I P(k)(n1, n2, . . . , nk) = true ⇐⇒ PA ` ϕ(n̄1, n̄2, . . . , n̄k) ,

I P(k)(n1, n2, . . . , nk) = false ⇐⇒ PA ` ¬ϕ(n̄1, n̄2, . . . , n̄k) .



Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà

Íóìåðàëû è àðèôìåòèçóåìûå îòíîøåíèÿ

Òåîðåìà Ãåäåëÿ�Òüþðèíãà.
Îòíîøåíèå P(k) íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
àðèôìåòèçóåìî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà M , êîòîðàÿ äëÿ ëþáîãî íàáîðà
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (n1, n2, . . . , nk) èìååò çàâåðøàþùååñÿ
âû÷èñëåíèå, ïðåîáðàçóþùåå íà÷àëüíóþ êîíôèãóðàöèþ

q1 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n1+1 ðàç

0 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n2+1 ðàç

0 . . . 0 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
nk+1 ðàç

I â çàêëþ÷èòåëüíóþ êîíôèãóðàöèþ q01 , åñëè
P(k)(n1, n2, . . . , nk) = true ,

I â çàêëþ÷èòåëüíóþ êîíôèãóðàöèþ q00 , åñëè
P(k)(n1, n2, . . . , nk) = false .



Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà

Íóìåðàöèÿ Ãåäåëÿ

Çàêîäèðóåì íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè (çàíóìåðóåì) ñèìâîëû
àëôàâèòà ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè, ôîðìóëû è êîíå÷íûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë.

gn(0) = 3, gn(s) = 5, gn(+) = 7, gn(×) = 9, gn(=) = 11,

gn(¬) = 13, gn(&) = 15, gn(∨) = 17, gn(→) = 19,
gn(∀) = 21, gn(∃) = 23,

gn(
(

) = 25, gn(
)

) = 27,

gn(x1) = 29, gn(x2) = 31, . . . , gn(xi) = 27 + 2i , . . . .

Ãåäåëåâ íîìåð ñëîâà:

gn(a1a2a3 . . . an) = 2gn(a1)3gn(a2)5gn(a3) . . . p
gn(an)
n .

Ãåäåëåâ íîìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëîâ:

gn(α1α2α3 . . . αm) = 2gn(α1)3gn(α2)5gn(α3 . . . p
gn(αm)
m .



Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà

Ïðèìåðû àðèôìåòèçóåìûõ îòíîøåíèé

Ðàññìîòðèì äâà îòíîøåíèÿ

1. Form(1) : Form(n) = true ⇐⇒ n � ãåäåëåâ íîìåð
ôîðìóëû àðèôìåòèêè Ïåàíî.

2. Proof(2) : Proof(n,m) = true ⇐⇒ n � ãåäåëåâ íîìåð
íåêîòîðîé ôîðìóëû ϕ àðèôìåòèêè Ïåàíî, à m � ãåäåëåâ
íîìåð êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë,
ñîñòàâëÿþùåé äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû ϕ .

Ëåììà
Îòíîøåíèÿ Form è Proof àðèôìåòèçèðóåìû.

Îáîçíà÷èì Proof àðèôìåòè÷åñêóþ ôîðìóëó, ðåàëèçóþùóþ
ïðåäèêàò Proof .



Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà

Ñòðàííûå ïðåäèêàòû

Íó, åñëè âû ïîâåðèëè, ÷òî ïðåäèêàò Proof(2) àðèôìåòèçóåì, òî
ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî àðèôìåòèçóåìûì ÿâëÿåòñÿ è òàêîé
ñòðàííûé ïðåäèêàò MetaProof

(2) :

MetaProof(n,m) = true

m

n � ãåäåëåâ íîìåð íåêîòîðîé ôîðìóëû àðèôìåòèêè Ïåàíî,
ϕ(x) , çàâèñÿùåé îò îäíîé ïåðåìåííîé,
à m � ãåäåëåâ íîìåð êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë,
ñîñòàâëÿþùåé äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû ϕ(n̄) .

Íî åñëè ïðåäèêàò MetaProof
(2) àðèôìåòèçóåì, òî ñóùåñòâóåò

àðèôìåòè÷åñêàÿ ôîðìóëà W(x , y) , âûðàæàþùàÿ îòíîøåíèå
MetaProof .



Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà

Ñòðàííûå ïðåäèêàòû

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ϕ(x) = ¬∃y W(x , y) è åå ãåäåëåâ íîìåð
n0 = gn(ϕ(x)) .

Èíòåðåñíî, à ÷òî çà âûñêàçûâàíèå âûðàæàåò çàìêíóòàÿ
ôîðìóëà ϕ(n̄0) ?

Ýòî âûñêàçûâàíèå òàêîâî: Íåëüçÿ äîêàçàòü ôîðìóëó ϕ(n̄0) ,
ò. å. ôîðìóëà ϕ(n̄0) óòâåðæäàåò, ÷òî îíà íåäîêàçóåìà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äåëî ñî ñòðîãî ñôîðìóëèðîâàííûì
àíàëîãîì ¾ïàðàäîêñà ëæåöà¿.

È åñëè ýòà ôîðìóëà äåéñòâèòåëüíî íå èìååò äîêàçàòåëüñòâà â
àðèôìåòèêå Ïåàíî, òî îíà âûðàæàåò èñòèííîå ñóæäåíèå.



Òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå PA

(îáëåã÷åííûé âàðèàíò)

Åñëè ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ (N0,+,×) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ àêñèîì PA, òî PA
íåïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïîêàæåì, ÷òî PA 6` ϕ(n̄0) .
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå PA ` ϕ(n̄0) . Òîãäà ôîðìóëà ϕ(n̄0) èìååò
äîêàçàòåëüñòâî â PA: ψ1, ψ2, . . . , ψN = ϕ(n̄0).

Ïóñòü m = gn(ψ1, ψ2, . . . , ψN) . Òîãäà MetaProof (n0,m) = true .
Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ àðèôìåòèçóåìîñòü ïðåäèêàòà MetaProof ,
ïîëó÷àåì PA ` W(n̄0, m̄) . Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
PA ` ∃y W(n̄0, y) è, ñëåäîâàòåëüíî, PA ` ¬ϕ(n̄0) .
Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî PA � ïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ, âîïðåêè
óñëîâèþ òåîðåìû (PA èìååò ìîäåëü).



Òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå PA

(îáëåã÷åííûé âàðèàíò)

Åñëè ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ (N0,+,×) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ àêñèîì PA, òî PA
íåïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

2. Ïîêàæåì, ÷òî PA 6` ¬ϕ(n̄0) .
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå PA ` ¬ϕ(n̄0) , ò. å. PA ` ∃y W(n̄0, y) .
Òîãäà (ïî÷åìó?) ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, äëÿ
êîòîðîãî âåðíî PA ` W(n̄0, m̄) . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôîðìóëà W
âûðàæàåò îòíîøåíèå MetaProof , ïðèõîäèì ê âûâîäó: m � ýòî
ãåäåëåâ íîìåð äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû ϕ(n̄0) â PA. Çíà÷èò,
PA ` ϕ(n̄0) .
Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî PA � ïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ, âîïðåêè
óñëîâèþ òåîðåìû (PA èìååò ìîäåëü).



Òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå PA

(îáëåã÷åííûé âàðèàíò)

Åñëè ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ (N0,+,×) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ àêñèîì PA, òî PA
íåïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

3. Èòàê,

PA 6` ϕ(n̄0)

PA 6` ¬ϕ(n̄0) .

Çíà÷èò, ϕ(n̄0) = ¬∃y W(n̄0, y) � ýòî èñòèííîå àðèôìåòè÷åñêîå
óòâåðæäåíèå, êîòîðîå íåëüçÿ íè äîêàçàòü, íè îïðîâåðãíóòü â
àðèôìåòèêå Ïåàíî.
Çíà÷èò, àðèôìåòèêà Ïåàíî íåïîëíà. �



Òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå PA

(Îñíîâíîé âàðèàíò)

Ïóñòü çàïèñü Consist îáîçíà÷àåò àðèôìåòè÷åñêóþ ôîðìóëó

¬∃X Proof (gn(0 = s(0)),X )

Åñëè ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà PA íåïðîòèâîðå÷èâà, òî

PA 6` Consist
PA 6` ¬Consist.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àêñèîìàòè÷åñêèå òåîðèè (ñêîëü áû
âûðàçèòåëüíû îíè íè áûëè) íå ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü
äîêàçàòåëüñòâî èõ ñîáñòâåííîé íåïðîòèâîðå÷èâîñòè.



Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãóäøòåéíà

Îäèí èç íàèáîëåå ÿðêèõ ïðèìåðîâ, ïîêàçûâàþùèõ íåïîëíîòó
àêñèîìàòè÷åñêîé àðèôìåòèêè, áûë ïðåäëîæåí àíãëèéñêèì
ìàòåìàòèêîì Ðóáåíîì Ãóäøòåéíîì.

Êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
åäèíñòâåííûì îáðàçîì â n-÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ

m = akn
k + ak−1n

k−1 + · · ·+ a1n
1 + a0n

0 ,

ãäå ak , ak−1, . . . , a1, a0 � ÷èñëà èç äèàïàçîíà 0, . . . , n − 1. Íî
ñòåïåíè k, k − 1, . . . , 1, 0 òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â n-÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. È â ïðåäñòàâëåíèè ýòèõ ñòåïåíåé òàêæå
ìîæíî ñîîòâåòñòâóþùèå ñòåïåíè ïðåäñòàâëÿòü â n-÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

È îêîí÷àòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà m, â êîòîðîì âñå ÷èñëà
� è êîýôôèöèåíòû è ñòåïåíè � ïðåäñòàâëåíû â n-÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííî n-÷íîé ñèñòåìîé
ñ÷èñëåíèÿ . Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü H(m, n).



Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãóäøòåéíà

Íàïðèìåð,

555 = 1 · 29 + 1 · 25 + 1 · 23 + 1 · 21 + 1 · 20

= 1 · 21·23+1·20 + 1 · 21·22+1·20 + 1 · 21·21+1·20 + 1 · 21 + 1 · 20

= 1 · 21·21·2
1+1+1·20 + 1 · 21·22+1·20 + 1 · 21·21+1·20 + 1 · 21 + 1 · 20.

Òàêèì îáðàçîì,

H(555, 2) = 1 · 21·21·2
1+1+1 + 1 · 21·22+1 + 1 · 21·21+1 + 1 · 21 + 1.



Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãóäøòåéíà

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãóäøòåéíà G (N) îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

1. Âîçüìèòå ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N. Ýòî ÷èñëî
� ïåðâûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1.

2. ×òîáû ïîëó÷èòü âòîðîé ÷ëåí a2, ïîñòðîéòå H(a1, 2),
çàìåíèòå â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè 2 íà 3 è âû÷òèòå èç
ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷èñëà 1.

n. ×òîáû ïîëó÷èòü n-é ÷ëåí an, ïîñòðîéòå H(an−1, n),
çàìåíèòå â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè n íà n + 1 è âû÷òèòå èç
ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷èñëà 1.

Òåîðåìà Ãóäøòåéíà î ñõîäèìîñòè G (N).

Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãóäøòåéíà ñõîäèòñÿ ê 0, ò.å.
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N ñóùåñòâóåò òàêîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, äëÿ êîòîðîãî an = 0.



Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãóäøòåéíà

Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G (3) ñõîäèòñÿ ê 0 ÷åðåç 6
øàãîâ:

3, 3, 3, 2, 1, 0

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G (4) ñõîäèòñÿ ñïóñòÿ 3 · 2402653211 − 1
øàãîâ.

Òåîðåìà Êèðáè-Ïàðè

Óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè G (N)
íåäîêàçóåìî â àðèôìåòèêå Ïåàíî.
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